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Introduzione

Le seguenti dispense sono frutto della rielaborazione delle lezioni di Istituzioni di Probabi-
lita tenute di professori Dario Trevisan e Francesco Grotto all’Universita di Pisa nell’anno
accademico 2022/2023. Per il 99% gli argomenti e le dimostrazioni date sono esattamente
quelle fatte a lezione, alcune parti indicate sono facoltative in quanto non fatte a lezione
e/o lasciate come esercizio (invito comunque alla lettura di queste parti per raggiungere
la piena comprensione degli argomenti trattati). Per segnalare errori di vario tipo non
esitare a contattarmi alla mail e.pardini21@studenti.unipi.it.

Buona lettura.
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Preliminari

0.1 Funzioni a Variazione Finita e Integrale di Stieltjes

Definizione 0.1.1: Sia A :[0,00) — R una funzione. Per t > 0sia A ={0 =1ty <1 <
... <tn}, n €N, una partizione finita di [0,¢]. Indichiamo con |A| = max{t; —t;—1 | i =
1,...,n} Pampiezza o mesh di A. Inoltre chiamiamo

n—1
V;‘,A(A) - Z ‘Ati - Ati—1"
=0

Definizione 0.1.2 (Variazione): Sia A :[0,00) — R, preso ¢ > 0 definiamo la variazione
di Asu[0,¢] ¢
Vi(A) = sup{V;2(A) | A partizione finita di (0,#]}.

Dunque A ¢ detta a wvariazione finita se per ogni t > 0 A ha variazione finita su [0, t].
Mentre A ¢ detta a variazione limitata se 3IM > 0 t.c. Vi(A) < M Vt > 0.

Osservazione 0.1.3: Se A: [0,00) — R & continua allora é a variazione finita.
Nel seguito considereremo sempre A : [0,00) — R almeno continua a destra.
Osservazione 0.1.4: (1) Se A C A’ allora VA(A) > VA (A).

(2) se t,t' >0 con t’ >t allora Sy (A) > Vi(A).

(3) Se A ¢ crescente allora ovviamente V,*(A) = A; — Ag per ogni A partizione di (0, ]
e quindi V4(A) = A, — A—0.

Proposizione 0.1.5: Se A ¢é ha variazione finita allora A = I—D dove I, D : [0,00) — R
sono monotone non decrescenti.
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Dimostrazione. Basta prendere

A+ A
Itzvt();t ¢ Dy=——g—— Vt>0

infatti ovviamente I — D = A e se t,t’ > 0 sono t.c. t <t allora

(Vir(A) = Vi) + (Ay — A)

Iy — I = 5 >0
Dy — = W) Vi) — (e =y
in quanto Vi (A) — Vi(A) > |[Ay — Ay] e Vir(A) — Vi (A) > 0. B

Ricordiamo adesso che se F' : [0,00) — [0,00) & non decrescente e continua a destra,
allora esiste un’unica misura boreliana pp : B(]0,00)) — [0, +00] t.c.

pr((0,1]) = F(t) Vi =0

tale misura e detta misura di Lebesgue-Stieltjes associata ad F'.

Fissiamo quindi ora A : [0,00) — R una funzione a variazione finita e continua a
destra, possiamo scrivere A =1 — D con I e D non negative e monotone non decrescenti.
Per quanto appena detto, possiamo considerare le due misure di Lebesgue-Stieltjes pr, ip
associate a I e D rispettivamente. Definiamo anche la misura con segno g4 = puyr — pp.

Definizione 0.1.6 (Integrale di Stieltjes): Sia ¢t > 0. Data f : [0,00) — R boreliana e
localmente integrabile, definiamo 1'integrale di Stieltjes rispetto ad A di f su (0,¢] come

t
s As = s - s = s .
| . (o) /( (s /( |, Fodna®

Nei capitoli successivi utilizzeremo anche la notazione

t
(fA)t :/ fsdAs
0
per t > 0 ed adotteremo la convenzione (f - A)y = 0.

Osservazione 0.1.7: Osserviamo che potrebbe essere p4({0}) = Ag > 0, ma nella nostra
definizione di (f - A); questo non ha importanza.

Osservazione 0.1.8: Osserviamo che la definizione precedente é ben posta, ossia non
dipende dalle I e D non negative e non decrescenti scelte.

Infattise A=1—D =1'"— D' con I,D,I' D’ non negative e non decrescenti, allora
chiamando, con un leggero abuso di notazione, uy, pj, tq, tpr le misure di Lebesgue-
Stieltjes delle rispettive funzioni a pedice, ma ristrette all’intervallo (0, ¢], si ha che queste
sono tutte misure finite. Consideriamo quindi v = uy + pp e v/ = up + pupr, che sono
ancora misure finite su (0,¢]. Siano quindi

PB={(a,b] |0<a<b<t}
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£={BeB((0.t]) | v(B) = V'(B)}

ed osserviamo che il primo ¢ un 7-sistema, mentre il secondo ¢ un A-sistema. Inoltre

B C £, infatti se (a,b] € P si ha

v((a, b)) = pr((a,0]) + pr((a, b)) = (I(0) — I(a)) + (I'(b) = I'(a))
= (I(b) +I'(b)) — (I(a) + I'(a)) = (D(b) + D'(b)) — (D(a) + D'(a))
= (D(b) — D(a)) + (D'(b) — D'(a)) = up((a, b)) + ppr((a, b]) = v/ ((a, b]).

quindi per il Teorema della classe monotona si ha o () = B((0,t]) C £ e quindi B((0,t]) =
£. Allora per ogni B € B((0,t]) si ha

/ ]le,uI—i—/ ]le/L]/:/ ]leU:V(B):U,(B):/ ]le,uD—l—/ ]le,uD/
(0,t] (0,t] (0,t] (0,t] (0,t]

da cui segue

/ ]le/H—/ ]leMDZ/ ]leMI'—/ 1pdupr
(0,4] (0,4] (0,4] (0,4]

quindi tale uguaglianza vale anche per f semplice al posto di 15 per linearita dell’integrale
e per approssimazione ed il Teorema di Beppo Levi segue anche per f non negativa e poi
per f integrabile su (0,¢]. Si ha quindi quanto voluto.

Osservazione 0.1.9: Dall’Osservazione precedente segue scegliendo I; = W eD; =

7‘/’5(’42)_& che
t t t t
‘/0 f.dA, s/o Ifsldu1+/0 \fs!dﬂDz/O ] dVi(A)

in quanto ur + fp = py(a)-

Proposizione 0.1.10: Se Ay = 0 Vale la sequente uguaglianza

1.4y = llpall

ossia la misura di Lebesgue-Stieltjes associata alla funzione V.(A) coincide con la varia-
zione totale della misura con segno associata ad A.

Dimostrazione. Non trattata. O

Osservazione 0.1.11: Sia t > 0. Se f € C°((0,¢]) allora ¢ possibile mostrare che vale

t
/fs dA = hm thl tz+1 Atl)
0

\Al =0

tale quantita ¢ in tal caso detta integrale di Riemann-Stieltjes di f rispetto ad A.

Corollario 0.1.12: Siat > 0. Se A € C'([0,00)) ed f: (0,t] — R, allora

t t
/ fsdAs = / fsA; ds
0 0
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Dimostrazione. (Esercizio) Infatti in tal caso, grazie al Teorema di Lagrange si ha

n—1

/ fs dA = hm thl Atz+1 Atz)

= lim th i1 — t;)

|Al=

:/ fsALds
0

in cui I'ultima uguaglianza segue dal fatto che per ogni i si ha s; € (¢;,t;+1) e A’ & continua,
quindi

Z fe. AL (tiv1 — Z Tt AL (tiv1 — )

n—1
)| < Z | fuil| AL, — A ltien — til
i=0

n—1

A|—0
< 1Al Vi(A) 125

— 0.
O

Proposizione 0.1.13 (Associativita dell’Integrale di Stieltjes): Siano g : [0,00) — R
funzione localmente integrabile rispetto a t — Vi(A), g- A :[0,00) - R t.c. (g-A)y =
f(f gsdAg per ogni t > 0 ed f : [0,00) — R funzione localmente integrabile rispetto a
t— Vi(g-A). Allora vale

t t
/ Jod(g- A), = / fogedAy VE> 0.
0 0

Dimostrazione. Essendo ¢ localmente integrabile rispetto ad A la funzione g - A ¢ a
variazione finita, infatti preso ¢ > 0 e A partizione finita di (0, ] vale

t7,+1
/ gs dAg / gs dAg

i+1 t
/ g5 dVi( )s/ 19s] AV (4) < +oo
0

n—1

VA (g A) = Z

da questo segue Vi(g- A) < fot lgs| dVs(A) < +o0 prendendo il |A| — 0. Quindi possiamo
decomporre g - A = 19 — D9 con 19, D9 non negative e monotone non decrescenti, I'idea e
quella di scegliere 19 e DY nel modo giusto. Osserviamo che per ogni t > 0 vale

t t t t
<g.A>t:/ g+du1—/ gduz—/ g*dum/ ¢ dpp
0 0 0 0
t t t t
=</ g+du1+/g_duD>—</ g_duz+/g+dup>
0 0 0 0

quindi prendendo I = fot gtdur + f(f g dup e D} = fg g dur + fg gt dup e di conse-
guenza
pre =g dpr + g~ dpp
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pps =g~ dpr+ g dup
da cui
Pg-A = firs — ptpg = gdpur — gdup

e da questo segue quanto voluto, ossia

/Ot fod(g- A)s = /Ot foga dA,.

0.2 Uniforme integrabilita

Fissiamo uno spazio di probabilita (2, F,P). Nel seguito I e J saranno due insiemi non
vuoti.

Definizione 0.2.1 (Famiglia uniformemente integrabile di v.a.): Una famiglia di v.a.
{X;}ier & detta uniformemente integrabile (UI) se vale

li E[1X; |10 v —0.
JHm_sup [ XL q1x,1503]

Osservazione 0.2.2: Se la famiglia ¢ composta da una sola v.a. integrabile X allora &
Ul, infatti

lim E[X[L{x>ay] =0

A—~400

per il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue.

Proposizione 0.2.3: Se {X;};c; ¢ una famiglia di v.a. UI allora ¢ limitata in L'(P),
cioé

sup E[|X;[] < +o00.

el

Dimostrazione. Per uniforme integrabilita si ha l'esistenza di un A > 0 t.c.
sup E[| X;[1qx,50] <1
el
allora per ogni i € I vale
E[|X:]] < B[ XilLyx,<ay] +1<A+1
da cui segue quanto voluto. O

Teorema 0.2.4: Una famiglia di v.a. {X;}icr € Ul se e solo se
(1) ¢ limitata in L*(P);

(2)¥e>0 36>0te. VAEF P(A)<§ = E[|X;[14]<e Viel.
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Dimostrazione. Supponiamo che {X;};cr sia UL Per la Proposizione precedente si ha la
limitatezza in L'(P). Vediamo (2). Dato & > 0 esiste A > 0 t.c.

| ™

sup E[| X3 |1 x,5a1] <
i€l

Inoltre se P(A) < 4, con d > 0 da scegliere, si ha

S
E[lXi[1a] < E[[Xi[Talqx; <] + B[ XilLxsn] <A+ 5

)

5y, Si ottiene

quindi scegliendo § =
E[|X;|14] < e.

Viceversa supponiamo che valgano (1) e (2). Per la Disuguaglianza di Markov si ha

EIXGI] _ supieq E[|XG]]
AT A

P(1Xi[ > ) <

2sup;ep E[|Xi]
o

Quindi dato € > 0 prendiamo un § > 0 da (2) e prendendo A > si ottiene

P(]X;| > \) < ¢ e quindi per scelta di 6 > 0 si ha

Bl X Lg x50y <
e quindi sup;e; E[| X;|1x,>1] < € per A > %w, da cui segue I'uniforme integra-
bilita voluta. [

Corollario 0.2.5: Se (X,,)nen € una successione di v.a. convergente in L'(P) allora tale

successione ¢ Ul

Dimostrazione. Essendo convergente in L'(P) ¢ di Cauchy in L!(P) ed in particolare &
limitata in L*(P). Fissiamo ora € > 0. Preso B € F si ha

B[l Xnl15] < E[|Xn — X[15] + E[[X[15] < E[| X5 — X[] + E[[ X[15]

ed essendo {X} UI per un’Osservazione precedente, si ha l'esistenza di un § > 0 t.c. per
ogni A € F con P(A) < 0 si ha E[|X|1p] < §. Inoltre esiste N € N t.c. per ogni n > N
vale E[| X, — X|] < §. Quindi per ogni B € F con P(B) <4 e per ogni n > N vale

S
El|Xal15) < 5 + E[[X|15] <.

Poi sempre per lo stesso motivo di prima per ogni ¢ = 0,1,..., N esiste 6@ > 0 t.c.
per ogni B € F con P(B) < 6® vale E[|X;|15] < e. Di conseguenza prendendo § <
min{é(o),é(l), ...,5(N),5} si ha che

E[|X,|1B] <€

per ogni B € F con P(B) < 6 e per ogni n € N. Si ha quindi la tesi grazie al Teorema
precedente. O

Vediamo adesso un utile generalizzazione del Teorema di convergenza dominata di
Lebesgue.
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Teorema 0.2.6 (di convergenza di Vitali): Sia (X,,)nen una successione UI di v.a. ed
X v.a. te. Xp 25 X. Allora X € LY(P) e X,, — X in LY(P), cioé

lim E[X, — X|] = 0.

n——+00

Dimostrazione. (Facoltativo) Osserviamo intanto che essendo X, P, X allora esiste una
sottosuccessione (X, )gen t.c. Xy, — X P-g.c., quindi per il Lemma di Fatou si ha

E[|X]] < liminf E[|X,|] < M
n—-+o00

con M > 0, dato dalla condizione (1) del Teorema 0.2.4, t.c. sup,,c\ E[|X,|] < M, quindi
X € L'(P). Fissiamo ora ¢ > 0 e prendiamo § > 0 dato dalla condizione (2) del Teorema
0.2.4. Per la convergenza in probabilita esiste un N € N t.c. per ogni n > N vale

P(|X,—-X|>¢) <0
e quindi per scelta di § si ha
B[] Xn — X|] = E[|Xn — X[L{1x, - x|>e}] + El| Xn — X[Lf1x, - x)<e}] < E[[X[Tg1x,—x)5e}] +2¢
per n > N. Inoltre similmente a prima vale sempre per il Lemma di Fatou
[E[|X|1{|Xn—X|>s}] < lgrg_&{g[EHthl{\Xn—Xbe}] <e

dunque
E[| X, — X|] < 3e

per n > N, da cui segue la convergenza voluta. O

Osservazione 0.2.7: Se {X;}icr e {Y;}jes sono due famiglie di v.a. con la seconda UI
ete Viel 3jeJte |X;| <|Yj| allora anche {X;}icr € UL In particolare si ottiene
che il Teorema di convergenza di Vitali precedente é effettivamente una generalizzazione
del noto Teorema di convergenza dominata di Lebesgue.

Infatti dato A > 0 si ha

E[| X |1 qx; 1503 < E[1Y)11qv;150)]

conielejeJte |X; <Y, dunque
sup E[| X;[Lq1x, >3] < sup E[|Y; 1y 150
i€l jeJ
da cui segue quanto voluto.
Vediamo adesso un utile caso di famiglia di v.a. uniformemente integrabili.

Proposizione 0.2.8: Siano X € L*(P) e {G;}jcs una famiglia di o-algebre t.c. G; C F
per ogni j € J. Allora {E[X | G;]};jcs € una famiglia di v.a. UL
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Dimostrazione. Osserviamo che per ogni j € J vale
[ELX 1G]] < E[X][9;]
inoltre, essendo {E[| X || G;] > A} € G;, vale
E[E (X116 Ligx 6,153 = EIXLqex 6,153

ma per la Disuguaglianza di Markov

P(E[IX]]G;] > )) < [E[[E[l)i G0l _ [E[IAXI]

ed essendo {|X|} uniformemente inttegrabile per un Osservazione precedente, dato € > 0
esiste Ac > 0 t.c. per ogni A > A,

E[|X[Lex) g0 <€

quindi mettendo insieme quanto detto e prendendo il supjc ; si ottiene

slelg[E [[E [1X116;] 1{[[\X|\gj}>x}} <e
J

per A > )\, che & 'uniforme integrabilita voluta. ]
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Processi Stocastici e Moto Browniano

1.1 Processi Stocastici

Definizione 1.1.1 (Processo stocastico): Siano (2, F, P) uno spazio di probabilita, (E, )
uno spazio misurabile e T' un insieme. Un processo stocastico definito su (2, F, P) a valori
in (F,€&) € una famiglia di v.a. (X¢)ier in cui X;: Q — E per ognit € T.
Le funzioni
To>t— Xi(w) €FE

al variare di w € Q, sono dette traiettorie del processo stocastico (Xi)ier.
Inoltre indicheremo con M x la famiglia delle probabilita marginali del processo stoca-

stico (X¢)ter, ossia
Mx = {Pfftn | t1, ety €T, n € D\J+}

in cui ng,--.,tn - (ti "'7th)#P'

Osservazione 1.1.2: Nel contesto della definizione precedente T' puo essere interpretato
come un insieme di tempi, T C R, o come un insieme di punti di uno spazio.

D’ora in poi dato uno spazio topologico (E, ) se non specificato diversamente si consi-
derera sempre su F la o-algebra dei boreliani di E, B(E), ossia la o-algebra su E generata
dalla topologia 7.

Definizione 1.1.3 (Continuita di processi stocastici): Siano (€2, F,P) spazio di proba-
bilitd e (E,7) uno spazio topologico. Un processo stocastico (X¢)ier, con T uno spazio
topologico, definito su (2, F,P) a valori in (F,B(E)) é detto continuo se la traiettoria
T >t Xi(w) & continua per ogni w € €, g.c. continuo se la traiettoria T' > t — Xy(w) &
continua P-q.c., continua a destra (sinistra) se la traiettoria T' > ¢ — X¢(w) € continua a
destra (sinistra) per ogni w € Q.

11
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Definizione 1.1.4 (Versioni): Siano (2, F,P) e (', F,P’) due spazi di probabilita e
(E, &) uno spazio misurabile. Due processi stocastici (X¢)ier, definito su (Q,F,P) a
valori in (E,B(FE)), e (X{)ter, definito su (', F,P’) a valori in (E,B(FE)), si dicono
essere versioni I’'uno dell’altro se Mx = Mx.

Definizione 1.1.5 (Modificazioni e indistinguibilita): Siano (2, F, P) uno spazio di pro-
babilitd e (F, &) uno spazio misurabile. Due processi stocastici (Xy)ier, (X{)ter definiti
su (2, F,P) a valori in (E, £) si dicono

o uno modificazione dell’altro se P(X; = X]) =1 Vt € T;

o indistinguibili se P(Xy = X{ Vt e T) = 1.

Osservazione 1.1.6: Siano (2, F,P) uno spazio di probabilita e (E, ) uno spazio misu-
rabile. Consideriamo due processi stocastici (Xi)ier, (X})ter definiti su (2, F,P) a valori
in (E,E), allora:

(1) (Xt)ter, (X})ter uno modificazione dell’altro = (Xi¢)ier, (X})ter uno versione
dell’altro.

(2) Se T C R ed é connesso, (Xi)ter, (X[)ter sono uno modificazione dell’altro e sono
g-c. continui = (Xi)ter e (Xi)ier sono indistinguibili.

Infatti: (1) € ovvio; mostriamo (2). Sia N’ € F P-nullo t.c. le traiettorie sono continue
per quegli w € Q\ N’. Essendo i due processi uno modificazione dell’altro segue che
VteT 3N, € F P-nullo t.c. X3(w) = X{(w) Yw e Q\ Ny, maset €T e (qx)ren CTNAQ
t.c. gy > tsihachesew € (Q\N)NN, = w € (2\ N')N N, frequentemente in
k € N perché per continuita X, (w) — Xi(w), X, (w) = Xj(w) Yw € Q\ N'. Allora
Xi(w) = Xj(w) VQ\ N con N = U,ecqnr NgU N’ che ¢ P-nullo.

D’ora in poi quando parleremo di processi stocastici, se non specificato, sottintendere-
mo sempre lo spazio di probabilita su cui ¢ definito. Inoltre se non specificato diversamente
considereremo tutti i processi stocastici a valori in (R, B(R)).

Introduciamo adesso I'importante concetto di legge di un processo stocastico. Fissiamo
uno spazio misurabile (E,€) ed un insieme 7.

Osservazione 1.1.7: Prendiamo (X}):cr un processo stocastico a valori in (E,E). Os-
serviamo che un tale processo puo essere visto come una funzione ¢y : Q — ET.
Definizione 1.1.8: Per t € T chiameremo Y; : ET — E la t-esima proiezione, cio¢
Yi((zs)ser) =@ VEE€T
e se S C T la funzione Yy : ET — ES sara
Ys((wt)ter) = (@s)ses
ese S, 8" CT,ScCS lafunzione Yy g : ES" - ES sara

Yo 5((xt)tes) = (Ts)ses

Chiamiamo inoltre £9T' la g-algebra su ET generata dalle proiezioni {Y; }ser.
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Osservazione 1.1.9: Un m-sistema che genera £%7 ¢ quello degli insiemi cilindrici, ossia

C={{V}, e A,..Y},, €A} | t,eT, A, €€ Vi=1,..,n, neN}.

Osservazione 1.1.10: Osserviamo che dato un processo stocastico (X;)ier a valori in
(E, &), la funzione ¢x : @ — ET & una v.a. se muniamo E7 della o-algebra £7.

Definizione 1.1.11 (Legge di un processo stocastico): La legge di un processo stocastico
(X¢)ier a valori in (E,€) ¢ la misura immagine indotta dalla v.a. ¢x : @ — ET sullo
spazio misurabile (ET,ET), la denoteremo con puyx : £4T — [0, 1].

Osservazione 1.1.12: Per quanto detto nell’Osservazione 1.1.9, dato sempre un processo
stocastico (X;)ier a valori in (E, &), la legge px : E9T — [0,1] di (X;)ser & caratterizzata
dalle probabilita

P(th € A1> "'7th € An) = MX()/tl € A17 7}/%n € An)

conne€Net,eT, A;€Eperognii=1,...n.

Definizione 1.1.13 (Versione canonica): La versione canonica del processo stocastico
(X¢t)ter a valori in (E, £) ¢ il processo stocastico (Y;)ier definito sullo spazio di probabilita
(ET &% 1ux) a valori in (E,&).

Diamo adesso un’importante definizione che ci tornera utile nel seguito.

Definizione 1.1.14: Preso 7" = [0,00), definiamo 'operatore di shift relativo a t > 0
come quella funzione 6; : E0:°) — El0:20) ¢ ¢

0:((xs)s>0) = (Ti4s)s>0 V(xs)s>0 € [0,00)

Osservazione 1.1.15: Nel caso in cui £ € uno spazio topologico, 'operatore di shift
manda traiettorie continue in traiettorie continue.

Definizione 1.1.16 (Processo stazionario): Un processo stocastico (X;):>o a valori in
(E,E) & detto stazionario se la sua legge pux non cambia con l’azione di 6; per ogni ¢t > 0,
cioe

P(Xs, € Ay, X, € Ap) =P (Xsy4¢ € A1y, X, 41 € Ap)

per ogni s1,...,S,,t > 0 ed ogni Ay, ..., A, € .

1.2 Lo Spazio (T, E) e Legge nel Caso Continuo

Per il resto della sezione sara 7' C R o un intervallo compatto o 7' = [0, 00), inoltre F
sara uno spazio di Banach di dimensione finita con & = B(E). Indicheremo con C(T, E)
lo spazio delle funzioni continue 7' — E.

Nel caso in cui 7' ¢ un intervallo compatto considereremo su C(T, E') la norma uniforme
e la topologia da essa indotta, se invece T' = [0,00) considereremo su C([0,0), E) la
topologia della convergenza uniforme sui compatti (ossia la topologia compatto-aperto).
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Osservazione 1.2.1: Dato un processo stocastico (X;)ier a valori in (E,€) q.c. con-
tinuo, la funzione ¢x : Q\ Dx — C(T,E), con Dy il misurabile di probabilita nulla
formato da quegli w € € corrispondenti alle traiettorie di X discontinue, &€ una v.a. se
muniamo C(T, E) della o-algebra dei boreliani della topologia della convergenza uniforme
sui compatti B(C(T, E)), infatti B(C (T, E)) c £%7.

Proposizione 1.2.2: Sia T C R un intervallo compatto o T = [0,00). Lo spazio C(T, E)
€ uno spazio polacco.

Dimostrazione. (Facoltativo) Se T' € un intervallo compatto la tesi € nota, infatti la metrica
indotta dalla norma uniforme ¢ completa e lo spazio € separabile in quanto per il Teorema
di Stone-Weierstrass le funzioni 7" — FE con componenti date da polinomi a coefficienti
razionali sono dense.

Vediamo il caso di T = [0,00). Per f,g € C(]0,00), E), per ogni n € N, definiamo
dn(f:9) = |[(f = 9)joni]| AT e

d(f.g) = Z 27"dn(f, 9)-

neENL

ovviamente d & una metrica (facili verifiche) che induce in modo evidente la topologia della
convergenza uniforme sui compatti, dico che d & anche completa. Osserviamo che

C([0,n],E) 3> (u,v) — |lu —v|| A1

¢ una metrica completa su C([0,n], E) per ogni n € N. Sia (fx)ren una successione di
Cauchy in C(]0,00), E) con la metrica detta sopra, allora per ogni n € N la successione
(fk|jo,n) Jken € di Cauchy in C([0,n], E), quindi esiste una funzione g, € C([0,00), E) t.c.
dn(fx, gn) = 0 per k — 4o00. Ovviamente la successione (gn)nen € t.c. gn(x) = gm(z) per
ogni z < n A m, quindi possiamo facilmente definire una funzione g € C([0,0), E) t.c.
g(z) = gn(x) per z < n per ogni n € N. Allora

d(fk7g) = Z 2_ndn(fkvgn) —0

neNL

per il Teorema di convergenza dominata (da 27", ricordare che d,, < 1) per k — +o00. Dun-
que d ¢ effettivamente completa. Vediamo la separabilita. Analogamente a quanto fatto
prima si ha che I'insieme delle funzioni con componenti polinomi a coefficienti razionali &
denso uniformemente in ogni C([0, n], E'), a questo punto presa una f € C([0,00), F) si ha
per ogni n € N I'esistenza di una successione (f;gn))kem C C([0,00), E) t.c. dn(f,gn), =0
per k — +4oo. Allora, sempre usando il Teorema di convergenza dominata, si ha che
( f,gk)) ren converge a f nella metrica d. O

Proposizione 1.2.3: Sia By la o-algebra dei boreliani dello spazio C(T, E) con la topo-
logia uniforme o compatto-aperto, la prima se T é compatto e la seconda se T = [0,0), e
sta

8®T\C(T,E) = {B N C(T, E) ‘ Be £®T}.

Valgono le uguaglianze

5®T|C(T,E) =oNycmp) | t€T)=DBr.
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Dimostrazione. (Facoltativo) La prima uguaglianza vale per definizione, vediamo la seconda.
Ogni proiezione Y o) @ C(T,E) — E & continua, infatti se (fx)ren C C(T,E) e
fe = f € C(T,E) in C(T, E) vale che Yi(f) = fx(t) — f(t) = Yi(f) per ogni t € T'. In
particolare Y;|o(r ) ¢ misurabile Br — &, dunque o(Yyic(r,p) | t € T) C Br.

Vediamo ora l'inclusione opposta. Dimostriamo che se A & aperto in C(T, E), allora
A€ 5®T|C(T7 g), da cui segue la tesi. Essendo C(T, F) spazio polacco esso ¢ metrizzabile e
separabile, quindi esiste una base numerabile della topologia fatta di palle rispetto ad una
metrica che topologizza lo spazio. Di conseguenza ogni aperto di C (T, E) & scrivibile come
unione numerabile di palle rispetto alla metrica d della dimostrazione precedente. Quindi
basta dimostrare che ogni palla di d appartiene a 5®T‘C(T7 ) e per farlo basta dimostrare
che per ogni fy € C(T,FE) la mappa C(T,E) > f — d(fo, f) ¢ 5®T‘C(T7E)-misurabile.
Osserviamo che ci basta vedere la 5®T|C(T7 g)-misurabilita di C(T', E) > f = dn(fo, f) per
ogni n € N e per ogni fo € C(T, E). Ma la mappa

C(T,E) 3 f — Zi(f) = [f() = fo@)I A1 = [Yi(f) = Yi(fo) A 1

¢ ovviamente & ®T‘C(T7 p)-misurabile ed essendo

dn(va ) = sup Zy
teTN[0,n]NQ

si ha la misurabilita voluta. O

Osservazione 1.2.4 (Legge nel caso continuo): Nel contesto della definizione precedente,
se F ¢ uno spazio di Banach di dimensione finita, £ = B(E) e (X¢)ier € q.c. continuo per
legge intenderemo la misura di probabilita

ﬂxiBT—> [0,1]

misura immagine di ¢x : Q\ Dx — C(T, E) e la denoteremo sempre con gy (ignorando
I’ambiguita che questa scelta comporta).

Osserviamo che questa definizione ¢ consistente con quella di legge data in precedenza.
Infatti anche se C(T, E) ¢ £%T (dimostrazione non trattata), si ha che By coincide con la
traccia su C(T, E) di £%T (Proposizione precedente) e vale che I’estensione (che & unica
essendo lo spazio di misura considerato di probabilita e quindi, in particolare, finito) a
misura esterna di px € concentrata proprio su C(T, F) ed anzi, per come sono fatti questi
oggetti, coincide con jix sugli insiemi di Br.

1.3 Teorema di estensione di Kolmogorov

Sara (F, &) uno spazio misurabile.
Ci poniamo adesso il seguente problema: supponiamo che 7" sia un insieme infinito e
supponiamo inoltre di avere assegnate delle misure di probabilita

M ={us | S C T finito, pug su (E°,E¥%)},

esiste una misura di probabilita p su tutto (E7,£%7T) t.c. ug sia la legge di Yy rispetto a
u per ogni S C T finito?

La risposta al problema, ovviamente, dipende da come sono strutturate le probabilita
assegnate.
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Definizione 1.3.1 (Famiglia proiettiva): Una famiglia di probabilita
M ={pus | S CT finito, pug su (E°,E¥%)}

¢ detta proiettiva se VS’, S C T finiti, con S’ C S vale che pug coincide con la legge di
Ys g rispetto a pg, cioe g (A) = ps(Ys s € A) per ogni A € £®Y

Definizione 1.3.2: Uno spazio topologico E € detto spazio polacco se € metrizzabile in

modo completo e separabile.

Teorema 1.3.3 (di estensione di Kolmogorov): Siano T un insieme, E uno spazio polacco
e & =B(E). Data M = {us | S C T finito, us su (E,E%%)} una famiglia di probabilita
proiettiva, esiste un’unica misura di probabilita p su (ET,E97T) t.c.

w(Ysg € A) = pug(A) YA e E2S VS CT finito.

Dimostrazione. Non trattata. OJ

1.4 Moto Browniano

Presentiamo adesso i processi stocastici per eccellenza: i moti browniani.

Definizione 1.4.1 (Moto Browniano Standard): In generale chiameremo moto browniano
(MB) standard (std) un processo stocastico (Bi)i>0 t.c.

(1) Bo =0 P-q.c;

)
(2) per ogni 0 < s <t vale By — By ~ N(0,t — s);
(3) per P-q.0. w € Q la traiettoria [0,00) 5 t — B;(w) € R & continua;
)

(4) gli incrementi By — Bs, 0 < s < t, su intervalli disgiunti sono indipendenti.

Definizione 1.4.2: Dato d € N, chiamiamo moto browniano d-dimensionale standard,
che abbrevieremo con MB? std, un processo (X¢)t>0 a valori in R% t.c. perognii=1,...,d
il processo ((X¢);)i>0 € un MB std e ((X¢);)¢>0 ¢ indipendente da ((X¢);)i>0 per i # j.

Definizione 1.4.3: Dato d € N, e 2 € R? chiamiamo moto browniano d-dimensionale
che parte da x, che abbrevieremo con MBd(x), un processo (X7 )>o t.c.

Xf:x—i—Xt Vt>0

con (X;)¢>0 un MB? std.

In quel che segue daremo una possibile costruzione del MB std. In corso d’opera
introdurremo anche la nozione molto importante di misura gaussiana.

Lemma 1.4.4: Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Esiste uno spazio di probabilitd
(Q,F,P) ed un processo stocastico (X (h))nen t.c.
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(1) la traiettoria H > h — X (h)(w) € R é lineare P-q.c.;
(2) X(h) ~N(0,][n]*) VheH.

Dimostrazione. Fissiamo {e,}nen una base hilbertiana di H. Per il Teorema 1.3.3 di
estensione di Kolmogorov esistono uno spazio di probabilita (€2, F,P) ed un processo
stocastico (an)nen definitovi sopra fatto di v.a. iid t.c. a, ~ N(0,1) Vn € N. A questo
punto poniamo per ogni h € H

X(h) = Z an(h - en)
neN
questa serie converge in L?(2,P). Infatti, essendo indipendenti a media nulla, le v.a.
a, sono ortogonali in L?(Q2, P) e sono anche unitarie (perché hanno varianza 1, quindi
n
((h-en))nen € £2, dunque la serie considerata converge in L?(€2, P) (in particolare X (h) &
gaussiana in quanto limite in L?(2, P) di gaussiane & gaussiano). Quindi per ’'Uguaglianza

HanH%Z(Q’P) = E[a?] = Var(a,) = 1), di conseguenza formano un sistema ortonormale e

di Parseval abbiamo

IX(W) 720y = D 1(h-en)l* = [I2]?
neN

inoltre convergendo in L?(£2,P) la serie converge anche in L'(Q,P) e quindi si ottiene
facilmente E[X (k)] = 0. In particolare allora Var(X (h)) = ||k||>. La linearita q.c. segue
dalla linearita del prodotto scalare. O

Osservazione 1.4.5: La serie considerata nella dimostrazione del teorema precedente
converge anche q.c. per il Teorema delle due serie di Kolmogorov, infatti per ogni n € N
si ha

Elan(h-e,)] =0

Var(an(h - en)) = (h-en)?

Osservazione 1.4.6: Nel contesto del precedente Lemma lo spazio {X(h) | h € H} & un
sottospazio L?(£2, P) linearmente isometrico a H, in particolare E[X (k)X (h')] = (h, ")y
per ogni h,h/ € H.

Definizione 1.4.7 (Misura gaussiana): Se (A, A, u) ¢ uno spazio di misura o-finito e
H = L?(X, i), preso il processo stocastico (X (h))pen costruito in modo analogo a quanto
fatto nella dimostrazione del teorema precedente, la mappa H > h — X (h) € L?(Q,P) &
detta misura gaussiana di intensita p.

Se F'€ A, con u(F) < +o0o e h = 1p scriveremo X (F') al posto di X(1p).

Osservazione 1.4.8: Nel contesto della definizione precedente, preso (X (h))nen vale

Var(X () = [|A]* = ||l (4 -
Quindi se F' € A si ha
Var(X (F)) = u(F)
ecco perché si dice "di intensita p”. Invece se F' = |, o Fn € A con pu(F) < 400, si
ha X(F) = Y ,en X(Fp) in L?(Q, P), ossia P-q.c., da questo il termine "misura” anche
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se in realta tale uguaglianza dipende dalla scelta degli F' e {F},}nen (il quasi certamente
dipende dagli insiemi scelti), quindi di solito non esiste un vero nucleo markoviano N(w, ),
conw € Q, t.c. X(F)(w)=N(w,F) VF € A.
Inoltre se Fy, Fy € A, con pu(Fy), u(Fp) < 400, vale (per quanto detto in un Osserva-
zione precedente)
E[X(F1) X (F2)] = p(F1 N Fy)

quindi se p(Fy N Fy) = 0, le via. X(F}) e X(Fy) sono scorrelate e quindi indipendenti

essendo gaussiane.

Definizione 1.4.9 (White noise): Se A = R? A= B(R?) e u = £, la misura gaussiana
W di intensita £¢ & detta white noise.

Consideriamo adesso per la costruzione del nostro moto browniano H# = L?([0, 00), £')
e definiamo B; = X ([0,¢]) Vt € [0,00). Osserviamo che:

o per ogni t > 0 vale B; ~ N(0,t) ed in particolare P(By = 0) = 1;

o ses; <t < 89 <ty abbiamo By, — By, = X([s1,t1]) e By, — Bs, = X([s2,12]) sono
indipendenti, infatti sono scorrelate essendo £!([s1,#1] N [s2,t2]) = 0 (quindi sono
indipendenti per quanto detto nell’Osservazione 1.4.8);

e per ogni s,t > 0 vale [E[Btfj’s] = s A't, infatti se wlog s <t si ha

IE[BtBs] = E[(Bt — Bs + BS)BS] = [E[Bg] + [E[(Bt - Bs)(Bs - BO)] = [E[Bz} =S

Definizione 1.4.10 (Moto browniano standard grezzo): Un processo (B;);>o derivante
dalla costruzione sopra € chiamato moto browniano standard grezzo.

Adesso vogliamo dare ad un moto browniano standard grezzo (Bi);>¢ la continuita
g.c. delle traiettorie. Enunciamo quindi un teorema di Kolmogorov che ha un importanza
enorme nella nostra teoria, la dimostrazione ¢ rimandata ad una prossima sezione.

Teorema 1.4.11 (di continuita di Kolmogorov, versione debole): Se (X;)i>0 € un pro-
cesso che soddisfa la sequente condizione

Ja,3,C >0 te E[|X;— XY <Ot —s|*TP
allora X ammette una modificazione q.c. continua.

Si arriva quindi al teorema della sezione.

Teorema 1.4.12 (Esistenza del moto browniano standard): FEsiste un processo stocastico
(Bi)i>0 g.c. continuo, a incrementi indipendenti e t.c. per ognit > 0 la v.a. By ~ N(0,t).
In altre parole esiste un moto browniano.

Dimostrazione. Prendiamo il nostro moto browniano grezzo (Bi)¢>¢ si ha

El|B; = Bi|"] = 3|t — s
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quindi possiamo applicare il Teorema 1.4.11 di continuita di Kolmogorov per passare ad
una sua modificazione (By);>0 q.c. continua. Tale modificazione & t.c. By—Bg ~ N (0, |t —
s|) per ogni t,s > 0 (perché per ogni A € B(R) vale E[14(B; — Bs)] = E []lA(Bt - Bs)}).
Inoltre continua ad avere incrementi indipendenti (infatti gli incrementi come detto in
precedenza rimangono gaussiani, quindi sono indipendenti se e solo se sono scorrelati e

E[(B: — Bs)(By — By)| =E [(Bt — By)(By — BS/)} per ogni s,t,s',t' > 0). O
Vediamo adesso alcune importanti trasformazioni del moto browniano.

Proposizione 1.4.13: Sia (B:)i>0 MB std, allora valgono le sequenti:
(1) per ogni s > 0 il processo stocastico (Xi)i>0 dove Xy = Byys — Bs € un MB std;
(2) (—Bt)t>0 € un MB std;
(3) per ogni c > 0 il processo (¢ 1 B,2;)i>0 ¢ un MB std.

Dimostrazione. Semplici verifiche. O

Avendo introdotto il concetto di MB std possiamo adesso definire uno spazio notevole
nell’ambito calcolo stocastico.

Definizione 1.4.14 (Spazio di Wiener): Sia By ) la 0-algebra dei boreliani dello spazio
C([0,00), R) munito della topologia compatto-aperto e (B;):>0 MB std. La legge di (Bt)¢>0

W = pup : Bjgoo) = [0,1]

e detta misura di Wiener e lo spazio di probabilita (C’([O, 0), E), B{g,00)> W) e detto spazio
di Wiener.

1.5 Processi Gaussiani

Introduciamo 'oggetto principale della sezione.

Definizione 1.5.1 (Processo gaussiano): Un processo stocastico (X;)ier, T C R inter-
vallo, a valori in R? ¢ detto gaussiano se per ogni ti,...,t, > 0 la v.a. (Xtyy s Xt,)) €
matrice gaussiana, cioé per ogni s € R™ la v.a. (s- (X3, ..., Xy,)) € gaussiana.

Nonostante la definizione generale appena data nel seguito della sezione tratteremo
processi a valori in R. E sara sempre T' C R un intervallo.

Osservazione 1.5.2: Un moto browniano € un processo gaussiano.

Segue dal fatto che ogni v.a. del processo & gaussiana e dall’indipendenza degli in-
crementi (quindi ogni vettore aleatorio costruito a partire da un moto browniano avra
componenti che si compongono come combinazione lineare di v.a. gaussiane centrate ed
indipendenti, quindi forma un vettore gaussiano).
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Definizione 1.5.3: Dato un processo gaussiano (X;)icr definiamo la sua funzione di
media come mx : T — R t.c.

mx(t) =E[Xy] VteT
e definiamo la sua funzione di covarianza come I'y : T? — R t.c.

Ix(s,t) = Cov(Xs, X;) Vs, t€T.

Proposizione 1.5.4: La funzione di covarianza di un processo gaussiano (Xi)ier € se-
midefinita positiva, cioé per ogni ti,...,t, € T la matrice (FX(ti,tj))i,je[n] e simmetrice €
semidefinita positiva.

Viceversa date due funzioni I : T? — R semidefinita positiva e m : T — R, esiste un
processo gaussiano (Xi)ier t.c. m=mx e’ =Tx.

Dimostrazione. Vediamo che I'y & semidefinita positiva. Sia v = (v;);.; € R", allora

VT yv = Z vil'x (ti, tj)v; = Z v;Cov(Xy,, X, )v;
7] 1 7] 1

n n

= Cov Z v; Xy, Z v Xy,
i=1 j=1
n

= Var (Z vith) >0

i=1
Vediamo ora il viceversa dell’enunciato. Lavoriamo su (R”, B(R)®T). Dato S C T finito,
S = {t1,...,t,} poniamo

s = N ((m(t))i, (D(ti )i 1)

misura di probabilita su R®. Osserviamo ora che se S, S C T sono finiti, S C S’, allora
per costruzione la legge di Yg g rispetto a pg € proprio pg, dunque possiamo applicare il
Teorema 1.3.3 di estensione di Kolmogorov per trovare un’unica misura di probabilita u
su (R”, B(R)®T) con distribuzioni marginali proprio {us | S C T, S finito}. O

Proposizione 1.5.5: La legge di un processo gaussiano € identificata dalle funzioni di
media e di covarianza.

Dimostrazione. Siano (Xi)ier, (X't)te;p due processi gaussiani con le stesse funzioni di
media e di covarianza, allora hanno anche le stesse distribuzioni marginali, quindi per ogni
ti,....tn € T ed ogni By, ..., B, € B(R) vale

P(X;, € By,..., X, € B,) =P(Xy, € By,...,Xs, € By)

ossia le due leggi coincidono sugli insiemi cilindirici di B(R)®? che generano tutto B(R)®T,
quindi la tesi segue grazie ad una semplice applicazione del Teorema delle classi monotone.
O

Proposizione 1.5.6 (Inversione temporale del MB): Se (By)i>0 € un MB std allora il
processo (Xt)i>0 dove Xg =0 e Xy =tB;—1 pert >0 é un MB std.
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Dimostrazione. Per definizione Xo = 0. Non ¢ difficile osservare che (X¢)¢>o € gaussiano
e la sua legge e la stessa di un MB std, infatti la funzione di media e nulla e quella di
covarianza coincide con quella nel MB std (semplice verifica), in particolare gli incrementi
sono indipendenti e gaussiani come quelli di un MB std. Rimane da provare la continuita
P-q.c. delle traiettorie. Chiaramente le traiettorie sono P-q.c. continue su (0, +00), quindi
basta vedere che la traiettoria & P-q.c. continua in 0. Essendo Q; = QN[0, o) numerabile,
per quanto detto in precedenza sulla legge di (X¢):>0 si ha

P|lm X,=0=P| lim B,=0] =1
qg—0t q—0t
qeQ+ q€Q+

quindi, essendo (X3)¢>0 continuo su (0, 4+00) e Q4+ N (0, 400) denso in (0, +00), si ottiene
P<lim Xt:O> =P| lim X,=0| =1.
t—0t+ q—07t
q€Q+

O]

Corollario 1.5.7 (Legge dei grandi numeri per il MB): Se (B)¢>0 € un MB std allora

Dimostrazione. Se (Xt)¢>o ¢ il MB std definito nell’enunciato della Proposizione prece-
dente, si ha P-q.c.

B
lim —f = lim X1 =0.
t

t—+oo t t—+o00

O]

Esempio 1.5.8: Se T = [0,00), m(t) = 0 Vt > 0 e I'(s,t) = s At allora questa ¢
semidefinita positiva, infatti

“+o00
[(s,t) =sNt= /0 Ljo,4] (l‘)ﬂ[at] (z)dz

che ¢ il prodotto scalare in L?(T,, £') tra due funzioni. Quindi & ben definito il processo
gaussiano associato che ¢ proprio il moto browniano grezzo (Bt)tzo-

Esempio 1.5.9 (Ponte browniano): Prendiamo 7" = [0,1] C R, m(t) =0 Vt € [0,1] e
[(s,t) =sAt—st Vs,t€|0,1], allora questa & semidefinita positiva, infatti

1 1 1
F(S, t) =SsAt—st= / 1[075} (x)ﬂ[()’t] (:C) dx — [/ 1[075} dx] l/ 1[O,t] dx]
0 0 0

1 1 1
:/0 [1[0,5](1;) —/0 1,6 (¥) dy] lﬂ[(),t](x) —/0 Lo, () dy] dz

che ¢ il prodotto scalare in L?(T, £!) tra due funzioni. Dunque & ben definito il processo
gaussiano associato (X;)¢cpo,1) che & una versione del cosiddetto ponte browniano in [0, 1].
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Esempio 1.5.10 (White noise gaussiano): Se T' = [0,00), m(t) =0 Vt > 0 e ['(s,t) =

1 ses=t
, si ha ovviamente che questa & semidefinita positiva ed il proceso gaussiano
0 ses#t

associato € detto white noise gaussiano (attenzione non & la misura gaussiana white noise
definita nella sezione precedente).

Esempio 1.5.11: Sia 3 > 0, consideriamo la misura di probabilita u = hdL' con

allora la sua funzione caratteristica ¢
ou(t) =e Pt vt eR

dunque T'(s,t) = @, (t — s) = e =5l per t,s > 0, & semidefinita positiva perché
oult =) = [ e dufa)
R

che & non negativa, in quanto ¢& il prodotto hermitiano di L?(R, £';C) di una funzione per
sé stessa.

Esempio 1.5.12 (Processi di Ornstein-Uhlenbeck stazioniari): Cogliamo adesso 'oppor-
tunita di presentare uno speciale gruppo di processi gaussiani, utili soprattutto nell’ambito
delle equazioni differenziali stocastiche.

Un processo gaussiano (Xi)i>o t.c. E[Xy] =0 Vi > 0 e Cov(Xs, Xy) = CeBlt=sl &
detto di Ornstein-Uhlenbeck stazionario di parametri C' > 0e 8 > 0.

1.6 Proprieta Fini del Moto Browniano

In questa sezione dimostreremo il Teorema di continuita di Kolmogorov e presenteremo
altre proprieta "fini” del MB std.
Preso a € (0,1), nel seguito useremo la seguente notazione per la seminorma C® di

una f : [a,b) — E con (L, | - ||) uno spazio normato:
o~ sup MO =IO
s,t€[a,b) ’t - S‘Q
s#t

Teorema 1.6.1 (di continuita di Kolmogorov): Sia I C R un intervallo chiuso a sinistra
e aperto a destra. Se (Xi)ier € un processo stocastico a valori in uno spazio di Banach
(E,|| - ) t.c. Ie,e,v >0 che realizzano

E[|X: — X,||"] < |t —s|'™ Vt,sel

=

allora per ogni a < £ si ha esistenza di una sua modificazione (Xi)icr con traiettorie

P-q.c. a-holderiane su I, cosa che equivale a dire

E[[X]%] < +o0.
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Dimostrazione. Senza perdita di generalitd supponiamo I = [0,1). Per m € N poniamo
D, ={2"Tj17=0,2,..,2" -1}
e D = U,nen Dm- Definiamo poi per ogni m € N
Ay, =A{(s,t) € Dy, X Dy, | |[s —t| =27}
(cioe le coppie formate da due punti ”adiacenti” di D,,) ed osserviamo che |A,,| < 22™ =

2+l per ogni m € N (ogni elemento di D, ha al pitt due elementi a lui adiacenti di D,y,,
il precedente e il successivo). Poniamo poi per ogni i € N

K;= sup || Xs—X¢.
(s,t)eA;

Dalle ipotesi si ottiene

E[K]< Y E[|Xs — X||"] < 20+leami+e) = jo—ic
(Svt)eAi

con J = 2¢. Prendiamo s,t € D, s <t, t.c. |s—1t| <27 conn € N e consideriamo per
ogni m € N
Sm € argmin{|u — s| | u € Dy,, u > s}

ty € argmin{|ju —t| | uw € Dy,, u <t}
osserviamo che le successioni (S, )men € (tm)men godono delle seguenti proprieta:
o sy =t, oppure (sn,tn) € A, (in quanto |s —t] < 277);
o in generale (S;m+1,8m) € Amt1 0 S = Smt1 € (tmt1, tm) € Apmt1 0 by = tm1;
» se m ¢ sufficientemente grande allora s, = s e t,, =t (in quanto s,t € D).

Quindi vale

1Xe = Xl = 1(Xe = X)) + (X, = Xs) + (X, = X = 9)|

= Z (Xtm+1 - Xtm) + (th - Xsn) + Z (X3m+l - Xsm)

m>n m>n
S Z HXt'm+1 - Xtm” + ||th - XS’VLH + Z HXSm-‘—l - X5m||
m>n m>n
<2) Kp+ Ky
m>n
da cui segue
I = X X — Xi|
sup < sup —y
s,;teD |5 - t|a s,;teD 2( m @
s#£t s#t

2 n—lojt—s|<27n

< sup l2 Z K, + K, | 200De

neN m>n

<2sup Y Kp2mthe

<23 Kp20mhe

meN
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Dividiamo adesso due casi.
(v>1). Siaa< %, otteniamo

4
X, X 1
E || sup 1 = X <2 Z E [K;{l]i g(mt Do
s,teD ‘S o t‘a meN
sF#£t
1 me
<277 Yy 27 v 2lmile
meN
_ gatl g3 3 om(e=%) ~ 1o
meN

in quanto o — % < 1.
(v <1). Siaa< %, usando che per a,b > 0 ey € (0,1) vale (a + b)Y < a¥ + b7, si
ottiene

,
[1Xs — Xl

E|]| sup <2y E[K)]20m ey
s,;teD ’S - t‘a meN
s#t
< M J Z 27m52(m+1)a'y
meN
< (et g §™ omler=e) < 400

meN

in quanto ay —e < 1.

In ogni caso esiste un N C ) misurabile con P(N) = 0 e t.c. per ogni w € N¢
la traiettoria (ristretta a D) D > ¢t — X;(w) ¢ uniformemente continua (in particolare
a-holderiana) ed esiste quindi un’unica estensione X;(w) = limsﬁl% Xs(w) a D = [0,1].

selD
Dunque definiamo per ogni w € 2 ed ogni ¢ € [0,1) il processo (X;)e[o,1) nel seguente
modo

seD

_ lims—¢ Xo(w) sew € N€
Xt(w =
0 seweN

(non importa veramente cosa succede su N). Dico che (Xt)te[o,l) ¢ la modificazione cercata,
infatti per ogni t € [0, 1), usando la Disuguaglianza di Fatou si ottiene

E ()X — Xel"] = E | 2well X - lim Xswl
seD

seD

= E |Lye lim || X, — Xs||7]
s—t

< liminf E || X, — X||]
s—t
seD

< liminf c|s — [T =0
s—t
seD

dunque X; = )~(t P-q.c. per ogni t € [0,1). O
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Corollario 1.6.2: Il MB grezzo (Bt)tzo ammette una modificazione a-hélderiana per
ogni o < % Di consequenza il MB std puo essere preso con traiettorie a-hélderiane per

ogni o < %

RE
| Bt—DBs|

V==
B - B,
[EHM] ]\t—s\g = |t — 5|2

|t = s

Dimostrazione. Presi t,s > 0 e v > 0 vale che ~ N(0,1), dunque

dunque con l’obbiettivo di usare il Teorema 1.6.1 di continuita di Kolmogorov poniamo

1 +¢e =7, quindi per a < % = % — % si ha l'esistenza di una modificazione a-holderiana,
per concludere osserviamo che per v — +oo vale a — %, dunque si ha la tesi in quanto ~
¢ un qualsiasi numero in (0, +00). O

Osservazione 1.6.3: Sia Z ~ N(0,1), allora valgono le sequenti disuguaglianze sulla
coda, se z >0

z2 z2
zZ e 2 le 2
—————<PZ>2)< - .
224+121 — (2= )_Z\/27r
Infatti per y > z vale £ > 1, dunque
1 +o0 2
P(Z>z)= T ez dy
z
1 -‘rOOy 2
< — ez d
T N2m ), z Y
1 1[ 2]t 11 _22
= — — | —e 2 — —e 2
V2T z 2 2 2

»

z

Invece definendo f(z) = P (Z > z) — 5 e\/% otteniamo che f(0) = P(Z > 0) > 0 ed

inoltre ¢ ovviamente derivabile con derivata

22

_r
V21m(22 4+ 1)2

e lim, ,;~ f(2) =0, dunque f(z) > 0 per ogni z > 0.

fiz) = -

Teorema 1.6.4 (del modulo di continuita di Lévy): Sia (B:)i>0 MB std e
1
h(t) = /2tlog <t)’ pert e (0,1)

B, — B
P | limsup sup M
u—0t 5,t€[0,1) h(u)
0<|s—t|<u

allora si ha

=1]| =1

Dimostrazione. Prendiamo D,, per ogni n € N e D come nella dimostrazione del Teorema
1.6.1 di continuita di Kolmogorov. Prendiamo poi €,4,7 € (0,1) e definiamo

Ay ={(s,t) | s,t € Dy, 0< st <2700}
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osserviamo che |A? | < 22727418 — 990 < 9n(149)  Vale ponendo Z = ‘Btl Bts| ~N(0,1)
S

B — Byl >1+¢

|B; — Byl ) |
P ( max ————>1+4+¢| < Z P
(s.t)ead h(ls — 1) (s.t)€DS, \/2|5 —t|log (Is 7

5 r (o)

(s,t)EAS
1 exp (—(1 +¢)%log ( Slﬂ))
V2r

(Oss. 1.63) < >
(st)eay (14 ¢)y/2log (‘S t|)

poi usando che |s — t| < 27179 quando (s,t) € A% e ponendo

1
,0) =
A0 = i ¥ o)At =9 oe®)
otteniamo
_ exp (—(1 4 )2 log (27(19)
P<maX’BtBS‘21_|_6>§ Z 1 ( ( ))
(s,)erd h(|s —t]) (sheas (1+2)y/2log (20(1-9)) V2m

_ Z 0(875)2771(1%5)2(176)
(s,t)EA? \/ﬁ

(‘AEL| < 2n(1+6)) < C(g? 5) 2n[(1+5)—(1+6)2(1—6)]

Vn
e se scegliamo € e § t.c. 1+6 < (1+4¢)%(1 — d) si ottiene

ZP( B B’>1+5><Z 852"[1+5> 14219 < 100
neN, (St M h(ls —1]) neNy

quindi per il Lemma di Borel-Cantelli si ha D'esistenza di un N C {2, misurabile con
P(N) =0 t.c. per ogni w € N¢ In(w) € Ny t.c.
|Bt(w) - Bs(w)’

<1 Vn > .
Ry A(s—ay L te YmEn@)

Non e difficile provare che h € crescente in un intorno destro di 0, facciamo lo sia sull’in-
tervallo [0,&). Prendiamo s,t € D t.c. spg s < t e supponiamo sia 27" < 2_("“)(1_5) <
|s—t] < 277179 < ¢ (basta prendere n sufficientemente grande, se n > =2 si ha la prima
disuguaglianza stretta, poi posso ingrandirlo ancora di piu per ottenere anche le altre).
Poniamo per ogni m € N

Sm € argmin{|u — s| | u € Dy,, u > s}

tm € argmin{|u —t| | uw € Dy,, u <t}
ed osserviamo che valgono le tre proprieta:

(1) |sp — tn| < |s —t| (in quanto |s —t| > 27" e sy, t, € Dy);
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(2) in generale |S;11—5m| = 27" 0 5, = spp € [tat —tm| = 27D 0ty =t
(3) se m e sufficientemente grande allora s, = s e t,,, =t (in quanto s,t € D).

Allora vale per ogni w € N¢

Bi(w) = Bs(w) = (Bi(w) = Bt, (w)) + (Bt (w) = Bs, (W)) + (Bsn (w) = Bs(w))
= Y (Bt (w) = By, (w)) + (B, (w) — )+ D (Bsyiy (@) = By, (W)

m>n m>n

e scegliendo, a meno di ingrandirlo ancora di pit, n > n(w) otteniamo (usando come &
stato scelto n(w) e le proprieta (1) e (2) sopra) le seguenti disuguaglianze

|Bi(w) = Bs(w) < {2 D hlltms1 = t]) + h(|tn — sa]) | (1 +¢)
L m>n

(Propr. (1) e (2)) < |2 Z h(2- DY L (s —t]) | (1 +¢).
L m>n

Inoltre per ogni 7, > 0 esiste 7(n,d) =7 € Ny t.c. ¥Yn > 7 vale

Z h m+1) < 77h( (n+1)(1—5))

m>n
quindi, a meno di ingrandirlo ulteriormente, prendiamo n > max(n(w),7) per avere
|By(w) = By(w)| < [20h(2DO=0) 4 n(|s — #)] (1 +e)
(2= DA < |5 4] <2719 < &) < 20+ 1] (1 +e)h(]s — t|)

che & una stima che non dipende in nessun modo da n. A questo punto, potendo essere
€,m e J arbitrariamente piccoli, otteniamo

B:—B
P | limsup sup M <l4e|l=1 Ve>0
u—0+ s,t€[0,1) h(u)
0<|s—t|<u
ma se
B:— B
A, = ¢ limsup sup M <l+e¢
u—0+ s5,t€[0,1) h(u)
0<|s—t|<u
siha Ay C Ac perogni0 <e' <ce
B
ﬂ Ay—n = < lim sup sup M <1
neN u—=0+ | 5,t€[0,1) h(u)
0<|s—t|<u
quindi si ottiene
B:—B
P | limsup sup M <1l| =1

u—0+ s,t€[0,1) h(u)
0<|s—t|<u
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Vediamo anche al disuguaglianza opposta. Sia € > 0 e consideriamo per n € N

|Bra—n — Bi—1)2-n|
L,=P <1-
" (é?%’én h(2—) =7F

2" (1B o — By o]
L n (k—1)2—7
(Incr. indip.) | I P

k=1 V2T

Bpy—n—B_1)p—n
ed essendo k2 \/2%’;‘1)2 _y ~ N(0,1), si ha

<(1-¢) 210g(2”)>

.
L,=P (yzy <(1—¢) 2log(2"))
=[-2p (2> (- oresem)]

r 27L
(Oss. 1.6.3) < [1— 2 ( (1 —¢)y/2log(2") )2_“1_5)21

| V2r (1 —¢)y/210g(27))2 + 1
2 ( (1 —2)y/2log@)v/n ) 2_n(1_a>z] !
V2r \ n[(1 —¢e)22log(2) + 1]

[ c’<e>2n(1€)zr"
Jn

/
(1-z<e™) <exp (—c(\/%)2”(1—(1—6)2)>

(n=>1)

IN

che & termine di serie convergente, dunque per il Lemma di Borel-Cantelli esiste un N C €2,
misurabile con P(IN) = 0 t.c. per ogni w € N€ esiste un n(w) € Ny t.c. per ogni n > n(w)

vale B B
A e (k—1)2-7] N
1<k<2n h(277)

e da questo si ottiene

B, — B
P | limsup sup M >1l—e| =1 Ve>0

u—0+ s,t€[0,1) h(u)

0<|s—t|<u
ma se
B;—B
B. = ¢ limsup sup M >1—c¢
u—0t s,t€[0,1) h(u)
0<|s—t|<u
si ha B.s C B: per ogni 0 <&’ <ee
B;— B
ﬂ By—n = < limsup sup ‘ths’ >1
nenN u—07t s5,t€[0,1) (u)
0<|s—t|<u
quindi si ottiene
B;—B
P | limsup sup M >1] =1

u—0t s,t€[0,1) h(u) B
0<|s—t|<u
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Corollario 1.6.5: Le traiettorie del MB std non sono %-hé’ldem’ane P-q.c., cioé se (Bt)i>0
e un MB std vale 1
P ({t — Bi(w) non é 2—h0’ldem’ana}> =1.

Definizione 1.6.6: Sia dato un processo stocastico (X;)¢>o. Preso t € [0,00) e presa A
una partizione dell’intervallo [0, t], poniamo

n
TtA(X) - Z ‘Xti - Xti—l‘Q
=1

in cui i {¢;}}, sono gli estremi ordinati degli intervalli della partizione A di [0, ¢].
Definizione 1.6.7 (Variazione quadratica): Dato un processo stocastico (X¢)¢>o, si di-

ce che ha variazione quadratica finita se esiste un processo ((X)t)t>0, detto variazione
quadratica di X, t.c.

(1) (X)¢ < 400 P-q.c. per ogni t > 0;

(2) vale

TA(X) 25 (X)), vt >0

in cui (A,,)nen € una successione di partizioni di [0,¢] t.c. |A,| — 0.
Osservazione 1.6.8: Per un processo stocastico (X¢);>0 con variazione quadratica finita

non ¢ detto che

sup{T2(X) | A partizione di [0,t]} < +o0 P-q.c.

Teorema 1.6.9: Se (B:)i>0 € MB std allora ha variazione quadratica finita con
(B, =t Vt>0.

Pit in generale se X & una misura gaussiana di intensitd p, F é misurabile con p(F) <
+oo e {FJ' 131, ¢ partizione misurabile di F' per ognin € N con limy, s o0 SUpyey;, ) (Ff) =
0, allora

Jn L L(P
S x(F) 28 ).
k=1

Dimostrazione. Per costruzione B; = X ([0,]) € L*(Q, P) per ogni t > 0, con X la misura
gaussiana di intensita £ (su [0,00)). Dimostriamo quindi I'enunciato generale.

Prendiamo gli oggetti dell’enunciato ed osserviamo che p(F') = i’;l p(F7), dunque
bisogna vedere che
Jn
L*(P)
Y (XEDP = uF) = 0.
k=1

Osserviamo che X (F}') ~ N (0, u(F})) e che inoltre se k # k' le v.ia. X(F]') e X(F}') sono
scorrelate e quindi indipendenti (sono gaussiane). Di conseguenza si ha
Jn

. 2
In
E (Z(X(Fz?)!z - M(Fz?))) = > EIXF)? = p(F)P).

k=1 k=1
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Osserviamo ora che per A misurabile, essendo Z =

~ N(0,1), vale

E[[X(4)? = u(A))*] = E ‘( ‘ p(A)?

= (E[2"] +1-2E | 2] ) w(4)?
_ (3[E [22}2 +1-2F [ZQD [1(A)?
= 2u(A)°

in quanto se Y & una v.a. gaussiana centrata vale E [Y*4] = 3E [YQ}2 (fatto che si puo
verificare esplicitando i valori attesi con la relativa densita ed integrando per parti). Di
conseguenza, tornando al conto precedente, si ottiene

E (Z”<1X<F£>12—M<F£>>) — 25" ()
k=1 k=1

<2

e ()| u(F) — 0
ke[]n]

che conclude la dimostrazione. O

Corollario 1.6.10: Sia (B:)i>0 un MB std. Valgono i sequenti fatti:

(1) le traiettorie del MB non sono a variazione finita P-q.c., cioé

P({t — Bi(w) non é a variazione finita}) = 1;
(2) le traiettorie del MB non sono a-hélderiane per o > % P-q.c., cioé

P({t — Bi(w) non é a-hélderiana}) =1 Va > %

Dimostrazione. (1) Siano t > 0, e (Ay)nen una successione di partizioni finite di [0, ¢]
t.c. [Ay| = 0et.c. TA"(B) — t P-q.c. (esiste perché se una successione converge
in probabilita allora ammette una sottosuccessione che converge P-q.c.), facciamo
che lo faccia su Qy C Q (P(p) = 1). Fissiamo w € Qg e supponiamo per assurdo
che Vi(B)(w) < 400, con V;(B) la variazione del MB su [0,¢]. Osserviamo che per
ogni A partizione di [0, ¢] vale

m—1
| 7.+1 Bti(w)‘2
=0
m—1
< sup ‘Btw-l( Btz(””] Z |Bti+1(w) _Bti(w”
ze[m 1] i=0

= [GSUP ‘Bti+1 (w - Btz‘ (w)|] VtA<B)(w)

i€[m—1]
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Quindi si avrebbe

TP (B)(w) < sup [ By (w)—Btgm(w)IV}A"(B)(W)

i€lmn—1] ‘it

< | swp (B (@)~ B (@)l Vi(B)(w) — 0

i€fmn—1] 1

essendo V;(B)(w) < +oco, mentre T2 (B)(w) — t, dunque se ne deduce I'assurdo
t <0.

(2) Fissiamo o > 3. Presi Qg C Q e (A,)nen del punto precedente, se per assurdo

esistesse un w € )y con traiettoria a-holderiana si avrebbe

mp—1

TP (B)(w) = D By (w) = By (w)|?
i=0 it ‘

IN

[B@))Za | sup [ — ™21t —0 vi>0

i€[mnp—1

invece T2 (B)(w) — t > 0, assurdo. Osservare che abbiamo usato il fatto che
essendo o > % si ha 20 — 1 > 0.
O

Infine enunciamo il celebre risultato di non differenziabilitd del moto browniano.

Teorema 1.6.11: Sia (B:)i>0 MB std, allora le sue traiettoria non sono differenziabili
in nessun punto P-q.c., cioé

P ({t = Bi(w) non é differenziabile in ogni punto}) = 1.

Dimostrazione. Non trattata. O






2

Teoria delle Martingale

2.1 Filtrazioni e Tempi d’arresto

Fissiamo (£2, F) uno spazio misurabile ed un I C R.

Definizione 2.1.1 (Filtrazione): Una filtrazione ¢ una famiglia di o-algebre (F;)er t.c.
FitCF Viele

Fs CF Vs,itel, s<t

Definizione 2.1.2 (Processo adattato): Dato un processo stocastico (Xi)ier ed una
filtrazione (Fy)ier, il processo si dice adattato se Xy ¢ Fi-misurabile per ogni t € I.

Definizione 2.1.3 (Spazio di probabilita filtrato): Uno spazio di probabilita filtrato &
il dato di una quaterna (Q, F, (F)ter, P)) in cui (2, F,P) & uno spazio di probabilita e
(Ft)ter € una filtrazione.

Definizione 2.1.4 (Filtrazione naturale): Dato un processo stocastico (Xy)ier, la sua
filtrazione naturale & (FiX )ies t.c.

FX=0(X,|se€l, s<t) Vtel

Osservazione 2.1.5: Un processo stocastico ¢ sempre adattato rispetto alla sua filtra-

zione naturale.

Definizione 2.1.6: Data una filtrazione (F;):cy, si definiscono per ogni ¢ € I le o-algebre

Fi-=0(Fs|s<t, sel)
Fio =(UFs | s>t, sel}.

33
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Osservazione 2.1.7: Data una filtrazione (F;)ics, per ogni t € I vale

.thc./_"tC]:tJr

Definizione 2.1.8: Una filtrazione (F;)ier € detta continua a destra se vale Fj+ =
Fi Vtel

D’ora in poi prendiamo per semplicita I = [0, +00) e fissiamo una filtrazione (F;)¢>o.

Definizione 2.1.9 (Tempo d’arresto): Unav.a. T':  — [0, +00] € detta tempo d’arresto
rispetto a (F¢)¢>0 (abbreviato (F;)-tda o solo tda), se vale

(T<t}eF VYt>0.

Nel seguito, dato un tda, talvolta, quando non ci sara rischio di ambiguita, si sottin-
tendera rispetto a quale filtrazione lo é.

Osservazione 2.1.10: Dato un tda 7" :  — [0, +-00] rispetto alla filtrazione (F;):>o vale

{T < 400} = U{Tgn}e}"
neN

e per ogni t > 0 vale
{(T<t}=|J{T'<steF-CF

s<t
sEQ

Proposizione 2.1.11: Se (F;)i>0 € una filtrazione continua a destra. Una v.a. T : Q —
[0, 4+00] & un tda se e solo se {T <t} € Fy Vt>0.

Dimostrazione. Se T & tda allora ovviamente {T' < t} € F; per ogni t > 0. Viceversa,
preso t > 0 si ha

{(T<t}= () {T<s}€Fse Ve>0
t<s<t+e
seEQ

dunque {T <t} € Fi+ = F;. O
Proposizione 2.1.12: Se T, S sono due tda allora lo sono anche TANS eT V S.
Dimostrazione. (Esercizio) Preso t > 0 vale

(TAS<t}={T<t}u{S<t}eF

{TvS<t}={T <t}n{S<t}eF.

O]

Definizione 2.1.13: Dato un tda 7" : Q — [0, +0o0], si pone o-algebra Fr la o-algebra
siffatta
Fr={AcF|An{T <t} eF Vt>0}
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Proposizione 2.1.14: Un tda T é misurabile rispetto a Fr.

Dimostrazione. Infatti {T < s} € Fr Vs> 0, in quanto

{TSS}Q{TSt}:{TSS/\t}G}—S/\tC]:t vt > 0.

Proposizione 2.1.15: Se TS sono tda t.c. S <T, allora Fs C Fr.

Dimostrazione. (Esercizio) Se A € Fg, allora per ogni t > 0 vale AN {S < t} € F, per
definizione di Fg. Ma quindi essendo {T" <t} C {S <t} si ha

AnN{T <t} =An{S<t}n{Ir'<t}eF
in quanto per definizione di tda {T" <t} € F;. O
Fissiamo (E, d) spazio metrico.

Proposizione 2.1.16: Siano C C E chiuso, A C E aperto e (Xt)i>0 un processo
stocastico a valori in E adattato ad una filtrazione {Fi}i>0 ed a traiettorie continue. Siano

TC:in{tZO | XtEC}
TA = mf{t > 0 ‘ Xt S A}
Allora vale che
(1) Tc é tda rispetto a {Fi}i>o0;
(2) Ta é tda rispetto a {F+ }i>o0
Dimostrazione. Consideriamo la funzione distanza d¢ : E — [0, 400) t.c.
D¢(z) = inf d(z,y) Vx € E.
yelC
Allora possiamo scrivere
Te =inf{t > 0| do(X;) = 0}
e quindi
{Tc >t} ={dc(Xs) >0 Vs € [0,t]}
= J{de(Xs) > Vs €[0,4]NQ} € F
e>0
e€qQ

in cui la seconda uguaglianza ¢ dovuta alla continuita delle traiettorie e nell’ultima appar-
tenenza abbiamo usato il fatto che per ogni s € [0,¢] N Q vale

{do(Xs) >e Vs€[0,)NQt= [\ {do(Xs)>e}eF
s€[0,t])NQ

essendo d¢ boreliana e X, Fs-misurabile essendo il processo adattato (e Fy C F; per
s <t).
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Invece per T4, preso t > 0, si ha

{Ta <t} ={3(sn)nen, sn \ t, Xs, €A VneN}
={3s€[0,t], Je>0 X, € A Vre(s—e,s+e¢)}
= U {X.€A}eFi, Ve >0

0<s<t+eo
EISIN

da cui segue {T4 < t} € F;+. Osserviamo che abbiamo utilizzato ancora la continuita
delle traiettorie nella terza uguaglianza ed il fatto che X, ¢ Fs-misurabile. O

Definizione 2.1.17 (Processo progressivamente misurabile): Un processo stocastico (X¢)i>0
a valori in E ¢ detto progressivamente misurabile rispetto alla filtrazione {F;}>0 se per
ogni t > 0 la funzione ¥ : Q x [0,t] — E t.c.

Yh(w,s) = Xs(w) Yw € Q Vs € [0,1]

¢ misurabile quando  x [0,¢] ¢ munito della o-algebra F; @ B([0,t]).

Osservazione 2.1.18: Un processo progressivamente misurabile rispetto ad una data
filtrazione ¢ anche adattato rispetto ad essa. La prossima proposizione ci da anche delle
condizioni grazie alle quali riusciamo ad ottenere il viceversa.

Lemma 2.1.19: Sia (X, A) uno spazio misurabile. Sia f, : X — E misurabile per ogni
neN esia fr,: X = F t.c. f, = f puntualmente ad f. Allora f é misurabile.

Dimostrazione. (Esercizio) Se A ¢ un aperto di E, presa d4- la funzione distanza da A°,

vale
i) = U Nz e X [ dae(frl2)) > n'}
neENL k>n
dunque & misurabile essendo le f; misurabili e dc boreliana. 0

Proposizione 2.1.20: Fissiamo una filtrazione {F;}+>0. Un processo stocastico (X¢)i>o0
a valori in E adattato e con traiettorie continue a destra € progressivamente misurabile.

Dimostrazione. (Esercizio) Fissiamo ¢ > 0. Dobbiamo dire che 9% : Q x [0,{] — E ¢
misurabile rispetto a F; ® B([0,¢]). Usiamo il Lemma precedente. Definiamo per ogni
n € N4 la funzione f,, : Q x [0,t] — E t.c.

fo(w,z) = ¥l (w, Mt) YV € [kt, k+1t> Vk=1,...n Ywe
n n’ n

Queste funzioni sono misurabili, in quanto costanti a tratti in una variabile e misurabili
nell’altra. Inoltre usando la continuita a destra di [0,t] > z — % (w,z) si ottiene che
fn — Y% puntualmente. O

Proposizione 2.1.21: Fissiamo una filtrazione (Fi)i>0. Siano (Xt)i>0 un processo sto-
castico progressivamente misurabile e T un tda. Allora X7 € una v.a. Fp-misurabile su
{T < 4o0}.
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Dimostrazione. (Facoltativo) Osserviamo innanzitutto che {T' < +oc0} € Fp. Per dimostra-
re la tesi bisogna vedere che X117« ¢ Fi-misurabile per ogni ¢ > 0. Osserviamo pero
che la funzione

Tiir<yy : AT < t}, Fo 0 {T < t}) — ((0,2], B([0, 2])

¢ misurabile per ogni ¢ > 0. Infatti 7' & & un tda, quindi la mappa w + (w, T'(w) 1<y (w))
da (2, F) in (2x[0,1], :®B([0,1])) & misurabile e X7117<; € la composizione tra questa
mappa e 2 x [0,t] 3 (w,t) = X¢(w), quindi segue la tesi. O

Definizione 2.1.22 (Processo arrestato): Se (X¢);>0 € un processo stocastico e 7' ¢ un
tda, rispetto alla stessa filtrazione (F;)¢>0, definiamo il processo arrestato a T il processo
stocastico (X)i>0 t.c.

X[ (W) = Xp@n(w)

Osservazione 2.1.23: SeT ¢ un tda et > 0 allora anche T Nt ¢ un tda.
Infatti preso s > 0 vale

{TAt<s}={T <spU{t<s}eFs.
Un utile risultato tecnico ¢ il seguente.

Proposizione 2.1.24: Ogni tda T puo essere approssimato dall’alto in modo monotono,
da una successione (T)ken di v.a. semplici che sono anche tda (dette tda semplici) e
t.c. Ty ha immagine in Qp = {q2*’lC | ¢ € Ny}, Se inoltre T ¢ limitato dall’alto da una
costante C € Ny posso prendere la successione approssimante in modo che sia anch’essa
uniformemente limitata da C.

Dimostrazione. Per la prima parte prendere per ogni k € N la v.a. semplice
Te(w)=q27%F se27%(q—1) < T(w) <27%q, qe Ny

infatti si vede subito che queste sono tda e che convergono decrescendo a 1" puntualmente.
Nel caso in cui 7' < O, osserviamo che C = (C2¥)27% € Q. per ogni k € N (perché
C' € N4), quindi si puo prendere per ogni k£ € N la v.a. semplice Ty A C che & ancora a
valori in Q. ]

Diamo adesso due definizioni che ci saranno utili in seguito. Osserviamo che quanto
fatto fino ad ora nella sezione dipende solamente dai misurabili, nessuna misura di proba-
bilita e stata utilizzata. Solo adesso prendiamo una probabilita. Fissiamo uno spazio di
probabilita filtrato (Q, F, (Ft)t>0, P).

Definizione 2.1.25 (Filtrazione completa): Sia N' C F linsieme dei misurabili P-nulli.
La filtrazione (F;);>0 € detta P-completa (o solo completa) se N C Fy.

Definizione 2.1.26 (Completamento di una filtrazione): Sia N' C F l'insieme dei mi-
surabili P-nulli. Allora la famiglia di o-algebre (Ff);>0, con Ff = o(F; UN) per ogni
t > 0, sono una filtrazione (facile verifica) detta P-completamento di (F;)¢>0.



38 2.2. Martingale

Osservazione 2.1.27: Si verifica facilmente che il completamento di una filtrazione e
una filtrazione completa.

Definizione 2.1.28 (Ipotesi abituali): Diciamo che la filtrazione (F:):>0 soddisfa le
ipotesi abituali se € P-completa e continua a destra.

Osservazione 2.1.29 (Allargamento abituale): L’allargamento abituale di (Fi)i>o € la

filtrazione (fﬁ)tzo che soddisfa le ipotesi abituali.

L’allargamento abituale ¢ utile quando abbiamo bisogno di regolarizzare, trovandone
una modificazione, dei processi stocastici adattati facendoli rimanere adattati.

2.2 Martingale

Uno scommettitore gioca una sequenza di giochi d’azzardo puntando, ad esempio, 1$ in
ogni partita e registra 'andamento del suo portafoglio

My, — My, — ... — M, con ty,...,tq i tempi di registrazione del portafoglio

se i giochi sono onesti (fair) ci si aspetta che sapendo ’accaduto fino al tempo ¢;, in cui
lui si trova, la migliore predizione che puo fare di quello che accadra nel futuro al suo
portafoglio al tempo t;11 € proprio M;,. Questo semplice concetto e 'essenza dell’idea di
martingala.

Fissiamo per tutto il resto della sezione uno spazio di probabilita (2, F, P).

Definizione 2.2.1 (Martingala): Data una filtrazione (F)ier, T intervallo di N o [0, +00),
un processo stocastico (My)ier € detto (F, P)-martingala (o solo martingala quando non
c¢’é rischio di ambiguita) se

(1) e integrabile: E[|M;|] < +o0 Vit e T}
(2) ¢ adattato;

(3) E[M; | Fs] = Ms P-q.c. per ogni s,t € T con s <t

Osservazione 2.2.2: Nel seguito chiameremo la proprieta (3) della definizione preceden-
te proprieta di martingala.

Definizione 2.2.3 (Submartingala): Data una filtrazione (F:)ier, T intervallo di N o
[0,4+00), un processo stocastico (M;)er € detto (Fi, P)-submartingala (o solo submartin-
gala quando non c’e rischio di ambiguita) se

(1) e integrabile: E[|M;|]] < +o0 Vit € T}
(2) ¢ adattato;

(3) E[M; | Fs] > Ms P-q.c. per ogni s,t € T con s <t
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Definizione 2.2.4 (Supermartingala): Data una filtrazione (F;)ier, T intervallo di N
0 [0, +00), un processo stocastico (M;)er € detto (Fi, P)-supermartingala (o solo super-
martingala quando non c’é rischio di ambiguita) se

(1) ¢ integrabile: E[|M;|] < +o0 Vt € T;
(2) ¢ adattato;

(3) E[M; | Fs] < Ms P-q.c. per ogni s,t € T con s <t
Osservazione 2.2.5: Un martingala é sia una submartingala che una supermartingala.

Osservazione 2.2.6: Se (M;)ier e (INV¢)ier sono submartingale rispetto alla stessa fil-
trazione allora (aM; + 5Ny)ier € una submartingala rispetto alla stessa filtrazione (facile
verifica), ossia le submartingale su una data filtrazione sono un cono.

Invece le martingale su una data filtrazione sono uno spazio vettoriale (facile verifica).

Proposizione 2.2.7: Fissiamo una filtrazione (Fy)ier. Se I C R é un intervallo, ¢ :
I — R ¢ convessa e (M)ier € una martingala a valori in I. Se p(M;) é integrabile per
ogni t € T allora (@(My))ier € una submartingala.

Dimostrazione. Usiamo la Disuguaglianza di Jensen condizionale per trovare
Elp(M;) | Fo] 2 @ (E[M; | Fo]) = o(Ms).
O
Proposizione 2.2.8: Fissiamo una filtrazione (Fy)ier. Se I C R é un intervallo, ¢ :

I — R ¢é convessa crescente e (My)ier € una submartingala a valori in I. Se @(My) é
integrabile per ogni t € T allora (p(My))ier € una submartingala.

Dimostrazione. Usiamo la Disuguaglianza di Jensen condizionale per trovare
Elp(My) | Fs] = @ (E[M; | Fs]) = o(Ms).
O
Proposizione 2.2.9: Sia (B:)i>0 MB std e consideriamo la sua filtrazione naturale
(FP)i>o0. Allora
(1) (Bt)t>0 € una martingala;
(2) (B? —t)i>0 ¢ una martingala;

(3) (exp (aB; — a?} ¢ una martingala per ogni o € R.

)iz

Dimostrazione. Tutti i processi considerati sono ovviamente integrabili e adattati. Vedia-
mo la proprieta di martingala:

(1) usando l'indipendenza degli incrementi si ha

E[M,; | FO) = E[B; — B, | F°| + E[B, | F?] = E[B, — B,] + B, = By;
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(2) usando ancora l'indipendenza degli incrementi si ha

E[Bf | F)] = E[(B, — B + B;)* | F)
[(B; — Bs)?] + B2 + 2E[(B; — Bs)Bs | F¢]

(t —s)+ B2+ 2B,E[B; — By |F)) = B2+t —s

£
t

da cui segue quanto voluto;

(3) ancora una volta, usando I'indipendenza degli incrementi ed il fatto che la funzione
generatrice dei momenti di una Z ~ N(m,o?) & ¥z(a) = exp (am + #)

Elexp(aBy) |F,] = Ellexp(a(Bt — Bs + By) | Fy]

a?(t —s)
= exp(aBy)E [exp(a(B; — By)] = exp <2> exp(aBy)

da cui segue quanto voluto.
O

Per concludere la sezione investighiamo la struttura delle submartingale (e quindi anche
delle supermartingale) almeno nel caso a tempo discreto.

Definizione 2.2.10 (Processo prevedibile a tempo discreto): Sia T' = {0,1,..., N} con
N € NU {+o0}. Un processo stocastico (X, )ner € detto prevedibile rispetto ad una data
filtrazione (Fy)ner se X, € F,_1-misurabile per ogni n € T, n > 1.

Teorema 2.2.11 (Decomposizione di Doob): Consideriamo T = {0,1,...,N} con N €
NU{+o0} e (Fn)ner una filtrazione. Sia (My,)ner una submartingala, allora esiste unico,
a meno di indistiguibilita, un processo (An)ner t.c.

(1) (An)nen € prevedibile;

(2) Ag =0 P-q.c.;

(3) Ap > Ap_1 per ognin e T, n>1;

(4) se per ogni n € T definiamo N,, = M, — A, allora (Np)ner € una martingala.

Quindi
M,=N,+A, VneTl.

Questa decomposizione in una martingala ed un processo prevedibile crescente & detta
decomposizione di Doob di (M,)ner-

Dimostrazione. (Esistenza). Definiamo A, per ricorsione su n € 7. Poniamo Ay = 0 e
supponiamo di aver gia definito A,_1 con n € T, n > 1, e definiamo

An =L [Mn | fnfl] - M,1+ Anfl-

Questo va bene in quanto:
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e perognin € T, n > 1, A, € somma di v.a. F,_j-misurabili, quindi ¢ F,_1-
misurabile;

o A, > A,_1perognin € T,n > 1 grazie alla proprieta di submartingala di (M, )necr;
e per ogni n € T vale

[E[Mn+1_An+1 ‘ fn]:[[Mn—i-l |fn]_[E[[E[Mn+l |Jrn] |]:n]+[E[Mn ‘ ]:n]_[E[An ‘ ‘Fn]
=M, — A,.

(Unicita). Prendiamo due decomposizioni come da tesi M,, = N,, + A,, = N, + A}, per ogni
n € T. Allora N, — N/ = Al — A, per ogni n € T. Dimostriamo per induzione su n € T
che A, = A, e N,, = N},. Ovviamente Ay = 0 = A{, e quindi anche Ny = Nj = M. Ora
siam € T, n > 1 e supponiamo che A, = A/ e N,, = N, allora

0=N,— N, =E[Npy1 — Ny | Fo] =E[A 1 —Appr | Fu] = AL — Ana

quindi A}, | = A,41 e di conseguenza N, ; = Nypq1. O

2.3 Teorema d’Arresto Opzionale a Tempo Discreto

Consideriamo una martingala a tempo discreto (M, ),en, rispetto ad una filtrazione {F, },cn.
Al tempo n — 1 possiamo decidere di puntare H,$ (il processo (H,)nen, € una strategia di
gioco) e supponiamo di ottenere H,, (M, — M,_1)$. Il mio portafoglio si descrivera quindi
nel seguente modo

Yo = Mo
Yo = Ypo1 + Ho(My — Mo_y) Ve Ny.

Supponiamo che H, sia F,,_1-misurabile per ogni n € N4, (Hn)n€N+, eche H, < C, Vne€
Ny P-q.c., con C,, € [0,400), per ogni n € Ny (che modellizza I'impossibilita di puntare
infinito denaro). Si ha quindi, grazie alla Proposizione successiva, che il processo del mio
portafoglio (Y;,)nen € una martingala.

Proposizione 2.3.1 (Integrale stocastico discreto): Fissiamo (Fp)nen una filtrazione.
Siano (Mpy)nen una martingala o submartingala o supermartingala e (H, )nen, un processo
non negativo, prevedibile e t.c. per ogni n € N esiste Cy, > 0 per il quale |Hy,| < Cp. Si
ha che il processo (Yn)new definito da

Yo = My
Yy = Yoo1 + Hp(My — My_1) Vn € N

¢ una martingala o una submartingala o una supermartingala a seconda di cosa € (My)nen-
Se (Yn)nen € il processo costruito sopra, definiamo l’integrale stocastico (discreto) di H
rispetto ad M come il processo H - M definito come seque

(H-M),=Y,— My VneN.
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Dimostrazione. Per induzione si vede facilmente che il processo € integrabile, infatti Yy €
L'(P)epern €Ny sihaY, =Y, 1+ H,(M, — M,_1) con H, € L>(P).

Sempre con una semplice induzione si prova che il processo ¢ adattato infatti Yy = My
che & Fyp-misurabile e per n € Ny vale Y, = Y,,_1 + H,,(M,, — M,,_1) con Hy,(M,, — My,_1)
che ¢ F,,-misurabile.

Vediamo ora la proprieta di martingala. Essendo (F;,)nen una filtrazione, in particolare
& crescente per inclusione, dunque ¢ facile osservare che basta vedere che valga

E[Y, | Foo1] = Yuo1 Vn e Ng
e questo vale perché

[E[Yn - Ynfl ‘ fnfl} — [E[Hn(Mn - Mnfl) | ]:nfl]
= H,E[M, — My_1 | Fp1] = Hyp -0 =0.

Il caso di submartingala o supermartingala sono analoghi. O

Osservazione 2.3.2: Fissiamo una filtrazione (F,,)nen. Sia (My,)nen una submartingala
e consideriamo T :  — N U {400} C [0, 400] un tda. Poniamo per n € Ny

Hy = 1rsp_1y = Lrsny = Ljoy(n)
allora (H,)nen, ¢ prevedibile e costruendo (Y;,),en come sopra abbiamo in realta

infatti
n nA\T
Yo =Yo+ Y Hp(Mp — My—1) = Mo+ Y (My, — My_1) = Mo + (Mpr — Mo) = Mz
k=1 k=1

Quindi usando la proprieta di submartingala si ottiene
E[Muar | Fol = E[Yn | Fo] > Yo =My VneN
da cui per ogni tda 7' si ha
E[Muar] > E[My] Vn € N.
Analogamente nel caso in cui (M,),en € una supermartingala si ottiene
E[Mnar] < E[My] ¥n € N.
Infine se (M, )nen € una martingala
E[Mnar] < E[Mp] Vn €N

in quanto si applicano entrambi i casi di submartingala e supermartingala.

In quel che segue una tda 7' : Q@ — [0, +oo] sara detto limitato se esiste una costante
C>0tec T<C sufl.
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Teorema 2.3.3 (d’arresto opzionale a tempo discreto): Fissiamo (Fp)nen una filtrazione.
Sia (Mp,)nen un processo stocastico adattato e integrabile. Allora:

(1) (My)nen € una martingala se e solo se per ogni T, S : Q@ — N C [0,4+00) tda limitati
t.c. S < T wale che Mg, My € L*(P) e

E[Ms] = E[Mr];

(2) (Mp)nen € una submartingala se e solo se per ogni T,S : & — N C [0,400) tda
limitati t.c. S <T wale che Mg, My € L*(P) e

E[Ms] < E[Mr];

(8) (Mp)nen € una supermartingala se e solo se per ogni T, S : Q@ — N C [0,+00) tda
limitati t.c. S <T wvale che Mg, My € L'(P) e

E[Ms] > E[M7].

In particolare:

(1) se (My)nen € una martingala e T,S : Q@ — N C [0,+00), S < T, sono tda limitati
vale

Mg = E[Mr | Fs];

(2) se (Mp)nen € una submartingala e T, S : Q@ — N C [0,4+00), S < T, sono tda limitati
vale
MS S [E[MT ‘ fs];

(3) se (Mp)nen € una supermartingala e T,S : @ — N C [0,400), S < T, sono tda
limidtati vale
Mg > E[My | Fsl.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che basta provare il risultato per il caso delle sub-
martingale. Infatti per la prima parte il caso delle supermartingale segue da quello delle
submartingale considerando il processo (—M,;,)nen € per quello per martingale si ragiona
nel seguente modo: un processo ¢ martingala se e solo se ¢ sia submartingala che super-
martingala che, a questo punto, equivale a quanto voluto con i tda (si applicano entrambi
i risultati per submartingale e supermartingale). Per la seconda parte il ragionamento &
analogo, il caso delle supermartingale segue da quello delle submartingale considerando il
processo (—Mp,)nen € quello per martingale segue a questo punto applicando entrambi i
risultati provati per submartingale e supermartingale.

Dimostriamo quindi il caso delle submartingale. Supponiamo che (M,),en sia una
submartingala e wlog poniamo My = 0 (tanto anche (M,, — My),en € submartingala).
Poniamo:

Hp =150y — Lis>ny = Ls<n—1<1} YN € Ny

che & F,_1-misurabile per ogni n € N,. Poniamo poi

Yo=0
Yy, =Yp 1+ Ho(M, — Mn_1) Vn €N,
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che ¢ una submartingala per la Proposizione 2.3.1 ed osserviamo quindi che vale:

0 = E[Yo] < E[¥]
=E [(Jl{Tz.} Mo = (Tgszy - M)c]
= E[Mcar — Mops) = E[Mr — Mg
in cui la penultima uguaglianza segue dall’Osservazione precedente e I'ultima segue invece

dal fattoche S < T < (C.

Vediamo ora il viceversa. Sia B € Fg, definiamo

Sp(w) = {S(w) sewe B

T(w) altrimenti

non ¢ difficile vedere che Sp continua ad essere tda. Vale sempre Sg < T < C, quindi per
le ipotesi si ha

E[(Mr — Ms)1p] > 0.

Dall’arbitrarieta di B € Fg segue quindi
E[Mr — Mg | Fs] >0

ma essendo Mg Fg-misurabile segue E[Mp |Fg] > Mg che in particolare per tempi
deterministici S =m e T =n, m < n ci dice che (M,),cn € una submartingala.

La seconda parte dell’enunciato I’abbiamo gia dimostrata, infatti se (M, )nen € una
submartingala allora vale la parte destra del se e solo se della prima parte dell’enunciato
e abbiamo appena dimostrato che se vale quello allora E[M7 |Fs| > Mg per ogni S < T
tda limitati. O

Corollario 2.3.4: Fissiamo una filtrazione (Fp)nen € T un tda:
(1) se (Mp)nen € una martingala allora anche (M) ey = (M7an)nen € una martingala;
(2) se (Mp)nen € una submartingala anche (M) ey = (Mran)nen € una submartingala;

(3) se (Mp)nen € una supermartingala anche (MI)en = (Mpan)nen € una supermar-
tingala.

Dimostrazione. Basta provare il risultato per (M,),en submartingala. Siano S, S; tda
limitati, S7 < So, allora anche S; AT, Sy AT sono tda limitati e S1 AT < So AT, quindi
per il Teorema precedente

I [MS1/\T] g E [MSQ/\T]

ossia
E[ME] < [ME]

da cui segue la tesi sempre per il Teorema precedente. ]
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2.4 Disuguaglianze Massimali di Doob

Proposizione 2.4.1: Fissiamo (F,)Y_, una filtrazione, N € N. Sia (M,))_, una

submartingala e A > 0, allora

) < E |:MN . ﬂ{maXOSnSN Mn>)\}:|

P(maXMn>)\ \

0<n<N

Dimostrazione. Sia S : Q — {0,1,..., N} U {+o0} t.c.
S =inf{n €{0,...,N} | M,, > A\}

ed osserviamo che ¢ tda, infatti se £ € N vale

k
{S>k}=({M, <A} € Fp.
n=0
Sia inoltre T" = N costante, anch’esso ¢ banalmente tda. Osserviamo preliminarmente che,
per il Teorema 2.3.3 d’arresto opzionale a tempo discreto, vale E[Mgan] < E[My] (per la
Proposizione 2.1.12 S A N ¢ tda). Vale

A={ max M, >\}={S <+oo} ={0 <5 <N}

ed inoltre
E[Mn] > E[Mgnn]
= E[Mganla + MganTac]
=E [MsﬂA + Mn]lAc]
> )\P(A) + [E[MN]lAc]

ma E[My]| = E[My14] + E[Mn14c], dunque si ha
AP(A) < E[My14

che equivale alla tesi. ]

Corollario 2.4.2 (Disuguaglianze massimali di Doob a tempi finiti): Fissiamo (F,)N_,

una filtrazione, N € N. Sia (M,)N_, una submartingala positiva o una martingala e A > 0.

Allora
E[|Mn|?]

0 Vp € [1,4+00)

P< max_|My| > A) <
0<n<N
e anche

1
E | max M| < LLEMAPT Vp e (1,+50),
Dimostrazione. Osserviamo che se (M, ),cn € una martingala allora (|My,|),en € una sub-
martingala positiva. Inoltre se (M,),en & una submartingala positiva e E[MY] < 400
allora E[MF] < +oo per ogni n = 0,...,N. Infatti usando la Disuguaglianza di Jensen
condizionale con p(z) = 2P, x € [0,400), perché M, : Q@ — [0,400) Vn = 0,...N e
quindi
Mp < E[My | Fol? < E[M} | F



46 2.4. Disuguaglianze Massimali di Doob

e quindi prendendo i valor medi otteniamo
E[MF] < E[E[MR | Fnl] = E[MY] < +o0.

Quindi se My € LP(P) allora (|M,|P))_, & submartingala ed applicando la Proposizione
2.4.1 si ottiene

P ( max M, > )J’) < NPE[|My?]
0<n<N

che equivale alla prima disuguaglianza. Se invece My ¢ LP(P) allora la prima disugua-
glianza € ovvia.

Vediamo la seconda disuguaglianza. Sia p > 1. Applicando la Proposizione 2.4.1 si
ottiene

1
P (1Mol 2 A) < AT [IVNI8 o 2]

Quindi, se M* = maxo<n<n |My|, vale

+o0o
E[(M*) ]—/ P((M*)P > r)dr
(r=AP) / P(M* > A)pA\P~LdA

+oo )\pfl
0

M*

(Tonelli) [E[\MN]p / APQdA]

— | |My L0y

(Holder) < ]%[EHMNW%[E[(M*)p]l—%

da cui segue la tesi dividendo per [E[(M*)p]l_% quando E[(M*)P] € (0,400). Se invece
e E[(M*)P] = 0 la tesi & banale. Invece per assicurarci che E[(M*)P] < 400 si ripete il
ragionamento partendo da M™* A k con k € N, ottenendo

S =

E[(M* A k)P < —L—E[| My )

p —
che ci da la finitezza voluta passando al limite per K — +oo ed usando il Teorema di
Beppo Levi. ]

Teorema 2.4.3 (Disuguaglianze massimali di Doob): Fissiamo una filtrazione (Fi)ier-
Se (My)ier, con I C R intervallo, é una martingala continua a destra, allora posto M* =
sup;cr | My| e preso A > 0 vale

supye E[|M:[7]

P(M* > )\) < X

Vp € [1, +o0)
e anche

P up E[|My[P)7 Wp € (1, +00)
—1 ter

hSA

E[(p7)P]
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Dimostrazione. Per F' C I poniamo M} = maxyep |[My|. Sia D = {t;}ien, C I denso
numerabile, poniamo per ogni n € Ny linsieme F,, = {t;}]",. Per le Disuguaglianze
massimali di Doob nel caso a tempi finiti (Corollario precedente) si ottiene per ognin € N

[ My, ] _ supie; El| Myl

P (Mf, > )\) < == < ¥ Vp € [1, +0)
« \p1t P 1 D 1
E[(Mp,)"]r < —E[|M;, [P]» < sup E[[M;[’]7 Vp € (1, +00)
p—1 p—1ter

dunque prendendo il limite per n — 400 si ottengono grazie al Teorema di Beppo Levi
le disuguaglianze per M}, ma per continuita a destra vale M}, = M~*, dunque segue la
tesi. O

Esempio 2.4.4: Sia (B);>0 MB std. Poniamo Sy = maxo<s<t Bs, allora

2
P(S; > at) <exp (_a;) .

Infatti osserviamo che la martingala (M{);>¢ con

2
t
M = exp (oth - O;)

in cui a > 0, & t.c.

MO > g, _ @t
gLax, Ms = Xp | a0t = 5~ |-

Dunque nell’evento {S; > at} si ottiene

a’t
max Mg > exp | aat — —
0<s<t 2

e quindi usando una delle Disuguaglianze massimali di Doob si ottiene

a’t ot
P(S; > at) <P | sup M >exp | aat — - < E[M{]exp | —aat + —

0<s<t 2

dunque per o = a si ottiene quanto voluto.

2.5 Teorema degli Attraversamenti di Doob a Tempo Discreto

Definizione 2.5.1: Consideriamo un insieme di tempi F' = {ti}gzl conty <t) <...<ty
ed un processo stocastico (My)iep. Consideriamo per a,b € R, a < b, i seguenti tempi
d’arresto (facili verifiche)

Si(a,b) =inf{t € F | M; < a}

Sa(a,b) = inf{f € F | t > Si(a,b), M; > b}

e, ricorsivamente, per ogni k € N

Sokt1(a,b) =inf{t € F | t > Sox(a,b), My < a}
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Soko(a,b) =inf{t € F' | t > Sopi1(a,b), M; > b}.

Osserviamo che essendo |F| = d vale S, (a,b) = 400 per ogni n > d.
Quindi definiamo gli up-crossings di (My)ier di [a,b] come la v.a.

U((Mt)t€F7 [a7 b]) = Z 1{52k_1<52k<+00}
keN4

ed i down-crossings di (My)icp di [a,b] come la v.a.
-D((Mt)tEF7 [(Z, b]) = U((_Mt)tGFa F7 [_b7 —CL])

Poi se I ¢ infinito e (M) € un processo stocastico definiamo gli up-crossings ed i down-
crossings di (My)ier di [a, ] rispettivamente come

U((M)ier, [a,b]) = sup U((Mi)er, [a,0])
F};i%i‘rto

D((Mt)ier, [a,b]) = sup D((Mi)ier, [a,b]).
F finito
Osservazione 2.5.2: In sostanza, nel contesto della Definizione precedente, gli up-
crossings contano quante volte si attraversa la fascia tra a e b dal basso verso l'alto,
invece i down-crossings contano quante volte la si attraversa dall’alto verso il basso.
Osserviamo inoltre che se I ¢ numerabile sia gli up-crossings che i down-crossings sono
v.a..

Teorema 2.5.3 (degli attraversamenti di Doob): Sia I C R numerabile. Fissiamo una
filtrazione (Fi)ter e consideriamo un processo stocastico (My)ier e due numeri a,b € R
t.c. a <b. Se (My)ier € una supermartingala, allora vale

super E[(Me —a)”] _ supyeq E[|Mif] + |af

E[U((Mt)ter, [a,b])] < b—a = b—a

Se invece (My)ier € una submartingala allora vale

supier E [(M: = )] _ supyey EI|M]] + b

E[D((My)ier, [a,b])] < b—a = b—a

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che basta dimostrare ’enunciato per le supermar-
tingale, infatti se questo valesse, presa (M;)ier una submartingala, (—M;)ier € una super-
martingala e quindi

E(D((Moeer, la, b)) = E[U((~My)ier, (b, ~a])]
_ Subyes E[(=My + )]

- b—a
_ supyer E[(=(M; — b))
b—a

sup;ecr b [(Mt - b)+]
b—a '




Capitolo 2. Teoria delle Martingale 49

Dimostriamo quindi ’enunciato per le supermartingale. Supponiamo che la tesi valga per
I finito. Allora se I = {t;}ien, preso per ogni n € N I'insieme F),, = {t;}" si ha

supyep, E[(My —a)7] < SUPter E[(M;—a)7]

E[U((Mi)teF,,|a,b])] < b—a - b—a

e quindi passando al limite per n — 400 si ottiene utilizzando il Teorema di Beppo Levi

supyer E[(My = a)"]

E[U((My)er, [a,b])] < b—a

Osserviamo inoltre che la seconda disuguaglianza segue banalmente dalla prima, infatti

supser E[(My —a)”] < SUPter E[|M; — al]
b—a - b—a
_ supyer E[[Mi] + Ja]
- b—a
supyey E[|Mi]] + |al
b—a '

Quindi dimostriamo la tesi per I = F = {ti}fzo con tg < t1 < ... < tg. Per ogni
k = 0,1,...,d scriviamo il Teorema 2.3.3 d’arresto opzionale a tempi discreti con i tda
Sora1 Ntg < Sopio Aty ottenendo

E[Moyinty] > E [ Moy pney| VE=0,...d
dunque

0>L [M52k+2/\td - MS2k+1/\td:|
=t [(M52k+2/\td - MS2k+l)ﬂ{S2k+2<+OO} + (M52k+2/\td - M32k+1)1{52k+2=+00}:|
> (b—-a)t {]1{521#2:4-00}} +L [(Mtd - MS%H)]1{52k+1<52k+2=+00}]

2 (b B a)[E |:]l{52k+2:+00}:| -k [(Mtd - a)_1{52k+1<52k+2:+00}]

(in cui per 'ultima minorazione abbiamo usato che se Soiy1 < 400 si ha My, — Ms,, ., >

M, —a > —(M;, —a)”) e sommando su k =0, 1, ..., d otteniamo

d
0> (b—a)E[U((M)er,la,b])] — E l(Mtd —a)” ) ﬂAk]
k=0

con Ay = {Soks1 < Sopro = +oo} per ogni k =0, ...,d. Ma Ay N A =0 se k < k', infatti
Sokro < Sori1, quindi se w € Ay vale Sopio(w) = 400 che implica Sopy1(w) = +o00 e
quindi w & Ag. Di conseguenza abbiamo

d
E (Mtd - a)_ Z L4,
k=0

<E[(M,—a)] < sup E [(M; —a)7]

da cui segue la tesi. O
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2.6 Teoremi di Convergenza per Submartingale a Tempo Discreto

Teorema 2.6.1 (di convergenza per submartingale a tempo discreto): Fissiamo una
filtrazione (Fp)nen. Sia (My)nen una submartingala limitata in L'(P), cioé t.c.

sup E[|M,|] < +o0,

neN
allora limy,_ 4 oo My, P-q.c. e tale limite risulta essere integrabile.
Dimostrazione. Sappiamo dal Teorema 2.5.3 che presi comunque a,b € R con a < b vale
sup e E[[M]) + 18] _

b—a

dunque D((My,)nen, [a,b]) < +00 P-q.c. ed in particolare D((My)nen, [a,b]) < 400 P-q.c.
per ogni a,b € Q, a < b. Dunque vale

E[D((Mp)nen, [a,b])] <

+oo

liminf M,, = limsup M,, P-q.c.
neN neN

infatti se fosse liminf,cy M, < limsup,cy M, su un insieme A C Q con P(A) > 0, si
avrebbe l'esistenza di due numeri a,b € Q t.c.

liminf M,, <a <b < limsup M, su d
nen neN

cosa che implicherebbe D((Mp,)nen, [a,b]) = +00 su A (fare un disegno per convincersene),
che & un assurdo con quanto detto in precedenza. Dunque il limite lim,,_, 1 o M, esiste in
R P-q.c. e quindi il limite lim,,_, o | M, | esiste in [0, +0c] P-q.c. e per il Lemma di Fatou

si ha
£ tim ]Mn]] < liminf E[|M]] < sup E[|Ma]] < +o0
n—-+00 neN neN
cosa che ci dice che il limite e integrabile. O

Osservazione 2.6.2: Nel contesto del Teorema precedente, possiamo concludere che il

limite trovato & anche limite della successione (M,),en in LY(P)? La risposta ¢ NO,

nemmeno se (M, ),en € una martingala e quel che segue ¢ un esempio di questo fenomeno.
Prendiamo (B;)>0 MB std e o € R\ {0}. Sia (Bf*)¢>0 il processo siffatto

2
t
B = exp (aBt - O;) .

Ricordiamo che (B{*);>0 ¢ una martingala positiva rispetto alla filtrazione naturale del
MB (FP)nen (Proposizione 2.2.9). In particolare & una martingala (B%),cy rispetto alla

filtrazione (F2),en. Inoltre E[BS] = 1, mentre BY P, 0, infatti se € > 0

2 2
P <exp (aBn — oz2n> > 5) =P (aBn > log(e) — oz2n>
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per n — 400, dunque il limite P-q.c. ¢ necessariamente 0 e se (BY)nen convergesse in
L'(P) si dovrebbe avere 1 = E[B2] — 0 per n — -+oco che non pud avvenire.

Teorema 2.6.3: Fissiamo una filtrazione (Fp)nen. Sia (Mp)nen una martingala, sono

equivalenti:
(1) lim,_, oo M, esiste in L'(P);
(2) 3My € LY(P) t.c. E[My | Fn] = M,, P-q.c. per ognin € N;
(3) la famiglia di v.a. {My}nen € UL

Dimostrazione. Supponiamo che valega (1), ovvero esiste il limite lim,,_, 4o M, = My in
LY(P), allora tale limite sara t.c. Mo € L'(P) e misurabile rispetto a Foo = ,en Fr-
Per la proprieta di martingala, fissato n € N per ogni m > n si ha

E[M,, | Fn] = M,

e quindi essendo la speranza condizionale un operatore lineare continuo L!(P) — L!(P)
si ottiene
L'(P)
My, = E[My, | Fo] — E[My | Ful

per m — 400, da cui segue (2).

Adesso supponiamo che valga (2), allora { My, }nen C {E[M | G] | G C Fso o-algebra}
e questa famiglia & UI, dunque anche {M,},cy lo &, ossia vale (3).

Se invece vale (3), allora sup,,¢y E[|M,,|] < +00 e quindi esiste il limite lim, o M, =
Mo come limite P-q.c. integrabile per il Teorema 2.6.1. Quindi possiamo applicarre il
Teorema di convergenza di Vitali per ottenere

E[|M, — Mx|] — 0
ovvero la convergenza anche in L!(P). O

Osservazione 2.6.4: Nel contesto del Teorema precedente, si ha che se vale una (e quindi
tutte) tra (1),(2),(3) allora sup,,cy E[|M,|] < +00 € Mo = limy,_s 4o M, P-q.c. grazie al
Teorema 2.6.1.

Corollario 2.6.5: Fissiamo una filtrazione (Fp)nen. Sia (My)nen una martingala. Se
(My)nen € limitata in LP(P) con p € (1,+00), ossia

sup E[|M,|P] < 400

neN
allora valgono (1),(2) e (3) del Teorema precedente. In particolare M, € LP(P) e M,, —
M, in LP(P).

Dimostrazione. La condizione (1) vale se 3p > 1 t.c. sup,,cy E[|My|P] < +o00. Infatti per
la Disuguaglianza di Hélder (M,,),en ¢ limitata in L (P), quindi M,, — My, P-q.c. (per
il Teorema 2.6.1) per una qualche v.a. My,. Inoltre la successione (M, )nen ¢ dominata
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da sup, ey |Mp| € LP e quindi M,, - My in LP(P) e My € LP(P). Infatti per una delle
Disuguaglianze massimali di Doob (Teorema 2.4.3) vale

p
E {sup M, 7 g( P ) sup E[|My|”] < +o0
p—l neN

neN

e | M, |P < sup,,cp | My |P dunque si applica il Teorema di convergenza dominata per ottenere
sia che My, € LP(P) sia che M,, — My, in LP(P) (ed in particolare anche in L'(P)). O

Teorema 2.6.6 (di convergenza per submartingale a tempo discreto negativo): Fissia-
mo una filtrazione (Fp)ne—n. Sia (Mp)ne—n una submartingala, allora esiste il limite
lim,, s oo My, P-g.c. ed in L*(P) (in particolare (My)ne_n € UI), inoltre chiamando tale
limite M_4, vale

M_o <E[My |F-x] P —gq.c.

in cui F_oo = ne_n Fn, con luguaglianza se (My)ne—n € una martingala.

Dimostrazione. Per la proprieta di submartingala, vale M,, < E[Mj | F;,] per ogni n € —N,
dunque
Ef[My]] < E[[E[Mo | Fo]l] < E[E[|Mo] | Fn]] = E[|Mo]

ossia { My }ne_n @& limitata in L'(P), dunque esiste il limite P-q.c. per il Teorema 2.6.1.
Chiamiamo tale limite M_.,. Per il Teorema di convergenza di Vitali tale limite ¢ anche
in LY(P). Se A€ F_o e k,n € —N, con k < n, vale F, C F,, quindi usando la proprieta
di submartingala

[E[Mk]lA] < [E[Mn]lA]

e E[My14] — E[M_oc14], dunque (in particolare) quando n = 0, si ottiene
E[M_sola] < E[Mol 4]

e dallarbitrarietd di A € F_ si ottiene M_o < E[My | F-oo].
Se invece (Mp,)ne—n € una martingala si usa la proprieta di martingala e si ottiene allo
stesso modo l'uguaglianza invece che della disuguaglianza. O

Corollario 2.6.7 (Convergenza dominata condizionale con filtrazione): Fissiamo una
filtrazione (Fp)nen. Sia (Xp)nen un processo stocastico dominato da una v.a. Y € L'(P)
e X v.a. t.c. X, > X P-q.c. Allora

in cui Foo = pen Fn-
Dimostrazione. (Facoltativo) Sia € > 0 e siano

U,=inf X,, e V,, =sup X,
n>m

n>m

dove m € N ¢ t.c. E[V,, — U] < e. Ma allora per ogni n > m si ha

ElUn | Fu] < E[X, | Fo] < E[Vi | Fal
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e (ElUn | Ful)nzm € (E[Vin | Fal)nzm sono martingale limitate in L'(P) (da [|[Y|z1(p)),
quindi soddisfano le ipotesi del Teorema 2.6.1 e prendendo i limiti inferiori e superiori
otteniamo

E[Um | Fo] < hI_l}_’i_nf[E[Xn | Fr] <limsupE[X,, | Fn] < E[Vin | Fool-

n—-+00

inoltre ovviamente vale In particolare si ha

limsup E[X,, | Fy] — lig_ii_nf E[X, | Fo] S E[Vin | Foo] = E[Un | Foo

n—-+o0o

e quindi

E

i sup ELX, | 7] — liminf ELX, | 7| < EEVin | ol = E[Un | Fic]
n——40o n——+00

=E[Vy — Uyl <e.

che per I'arbitrarieta di € > 0 diventa

E [lim sup E[X,, | Fn] — limJirnf E[X, | ]—"n]} =0.
n—-+00

n—-+o0o

ma l'integranda € non negativa quindi

limsup E[X,, | F,,] = liminf E[X,, | 7] P-q.c.
n—+o0

n——+o00

ossia il limite lim,,—, 4 E[X,, | F,] esiste P-q.c. e deve essere E[X | Fool. O

2.7 Teorema d’Arresto Opzionale a Tempo Continuo

Passiamo adesso alla dimostrazione del teorema d’arresto opzionale a tempi continui.

Teorema 2.7.1 (d’arresto opzionale): Fissiamo una filtrazione (Fi)i>0. Sia (Mi)i>o un
processo stocastico adattato, integrabile e P-q.c. continuo a destra. Allora:

(1) (M¢)e=0 € una martingala se e solo se per ogni T, S : Q — [0,400) tda limitati t.c.
S < T wale che Mg, My € L'(P) e

E[Ms] = E[Mr];

(2) (M¢)e=0 € una submartingala se e solo se per ogni T,S : Q — [0,400) tda limitati
t.c. S < T wale che Mg, My € L*(P) e

E[Ms] < E[Mr];

(3) (M¢)e=0 € una supermartingala se e solo se per ogni T, S : Q@ — [0,400) tda limitati
t.c. S < T wale che Mg, My € L*(P) e

E[Mgs] > E[M7].

In particolare:
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(1) se (My)i>0 € una martingala e S < T sono tda limitati vale

Mg = E[Mr |Fsl;

(2) se (My)i>0 € una submartingala e S < T sono tda limitati vale

Mg < [E[MT ’.7:5];

(3) se (M¢)i>0 € una supermartingala e S < T sono tda limitati vale

Mg > E[Mr |Fg].

Dimostrazione. (Facoltativo) Osserviamo innanzitutto che basta provare il risultato per il
caso delle submartingale. Infatti per la prima parte il caso delle supermartingale segue da
quello delle submartingale considerando il processo (—M;):>0 € per quello per martingale
si ragiona nel seguente modo: un processo ¢ martingala se e solo se ¢ sia submartingala
che supermartingala che, a questo punto, equivale a quanto voluto con i tda (si appli-
cano entrambi i risultati per submartingale e supermartingale). Per la seconda parte il
ragionamento e analogo, il caso delle supermartingale segue da quello delle submartingale
considerando il processo (—M;):>0 € quello per martingale segue a questo punto applicando
entrambi i risultati provati per submartingale e supermartingale.

Dimostriamo quindi il caso delle submartingale. Sia C € N4 t.c. § < T < C.
Approssimiamo dall’alto i due tda S,T con due successioni monotone decrescenti di tda
semplici (T),)nen € (Sn)nen (posso farlo per la Proposizione 2.1.24) t.c. S, <T,, < C per
ogni n € N e t.c. T,,,S, hanno valori in {¢27" | ¢ € Ny}. Allora per ogni n € N, per il
Teorema 2.3.3 d’arresto opzionale a tempo discreto applicato col processo (Myg-n)qen, ed
itda S, <T,, si ha

E[Mg,] < E[Mp,].

A questo punto se dimostrassimo che (Mg, )nen, (M7, )nen sono Ul si avrebbe l'integra-
bilita dei loro limiti Mg, My e per il Teorema di Vitali (grazie alla continuita a destra di
(My)>0) si avrebbe

E[Ms] < E[My)

e da questo segue anche la seconda parte, infatti preso A € Fg, sostituendo S con il tda

S(w) sewe A

Salw) =
) T(w) altrimenti

si ottiene grazie a quanto appena mostrato
E[(Mr — Mg)1a] = E[My — Mg,] >0
in quanto S’ < T, e da questo segue
Mg < E[Mr |Fg].

Infine per il viceversa della prima parte consideriamo s, > 0, s < ¢, e prendiamo A € Fg,
allora preso il tda
s seweA

sa(w) =
t altrimenti
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si ha
[E[(Mt — MS)ILA] = [E[Mt — MSA] >0

da cui segue
My < E[M; | F

che ¢ la proprieta di submartingala.

Per concludere la dimostrazione manca solo 'uniforme integrabilita dei processi (Mg, )nen
e (M7, )nen, dimostriamolo. Osserviamo che Preso A € Fg, ed m > n, consideriamo il
tda

Sp(w) sewe A

m(w) =
- Sp(w) altrimenti

si ottiene, applicando il Teorema 2.3.3 d’arresto opzionale a tempo discreto alla submartin-
gala (Mi)iegn!m(g) (in cui si deve pensare S, ,(£2) ordinato) ed ai tda Sy, ., > S, quanto
segue

E[(Ms, — Ms,,)14] = E[Ms,, ,, — Ms,,] >0

e quindi
E[Ms,,] < E[Ms, | Fs,.]

di conseguenza se per ogni n € N chiamo Y_,, = Mg, , si ha che (Y};)pe—n € una submar-
tingala rispetto alla filtrazione (G, )ne—n con G_,, = Fg, per ogni n € N. Analogamente se
per ogni n € N chiamiamo Z_,, = My, il processo (Z,)nec—n € una submartingala rispetto
alla filtrazione (G))ne_w con G",, = Fr, per ogni n € N. Dunque si ha quanto voluto
grazie al Teorema 2.6.6. O

Corollario 2.7.2: Fissiamo una filtrazione (Fi)i>0 e T un tda:
(1) se (My)i>0 ¢ una martingala allora anche (M})i>0 = (Mzat)i>0 € una martingala;
(2) se (My)>o ¢ una submartingala anche (M});>0 = (Mrpi)i>0 ¢ una submartingala;

(3) se (My)i>o0 € una supermartingala anche (M});>0 = (Mrat)i>0 € una supermartin-
gala.

Dimostrazione. (Facoltativo) Basta provare il risultato per (M;):>o submartingala. Siano
S1, 52 tda limitati, S; < Sy, allora anche S1 AT, So AT sono tda limitati e S AT < So AT,
quindi per il Teorema precedente

L [MS1/\T] S I [MSQ/\T]

ossia
E[ME] < [ME]

da cui segue la tesi sempre per il Teorema precedente. O

Inoltre vale il seguente utile fatto.
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Proposizione 2.7.3: Fissiamo una filtrazione (Fi)i>0. Sia (Mi)i>0 una martingala
continua a destra U, allora per ogni S, T, S < T, tda P-q.c. finiti vale

Mg = E[Mr | Fs] = E[M | Fs]
in cui Mo € LY(P) ¢ il limite di (My)¢>0-

Dimostrazione. Sappiamo che se S e T sono limitati per il Teorema precedente si ha quanto
voluto. Inoltre se ¥ C L'(P) & una famiglia UI la sua chiusura in L'(P), ¥ & sempre Ul
(semplice verifica). Prendiamo ¥ = {E[My |G] | G C F ¢ una o-algebra}, essendo ogni
E[My | Fs] limite in LY(P) di (E[Mw | Fs,])nen con S, tda semplice t.c. S, N\, S.

(Theorem 3.2 Revuz-Yor). O

2.8 Convergenza di Submartingale a Tempo Continuo

Vediamo adesso il Teorema di convergenza per submartingale a tempo continuo.

Teorema 2.8.1 (di convergenza per submartingale a tempo continuo): Fissiamo una
filtrazione (Fi)i>0. Sta (My)i>0 una submartingala P-q.c. continua a destra e limitata in
LY(P), cioé t.c.

sup E[| My|] < +o0,
>0

allora limy_s oo My P-q.c. e tale limite risulta essere integrabile.

Dimostrazione. (Facoltativo) Per quanto riguarda l’esistenza del limite ci basta dimostrare
che limy, 4 0o My = Mo P-q.c. se e solo se

lim M, = M, P-q.c.
q—+00 q
qEQ+

in quanto detto questo possiamo ricalcare il ragionamento quanto fatto per il Teorema
2.6.1 utilizzando il Teorema 2.5.3 degli attraversamenti di Doob. Un implicazione ¢ ovvia,

vediamo quella non banale. Supponiamo limg—+c0c My = My P-q.c. e fissiamo w € Q) t.c.

qeQ+
la realtiva traiettoria sia continua a destra e

i My(w) = Mao()
q€Q+

e fissiamo anche € > 0. Per convergenza esiste Q. ., € Q4 t.c. per ¢ > Q. ., vale
[My(w) — M (w)| < €
inoltre per continuita a destra, preso t > Q. ., esiste anche un g.,,; € Q4+, et > ¢, t.c.
[ M., (w) = My(w)| < &
quindi si ottiene

[My(w) = Moo (w)] < |Mg(w) = Mg, ,(W)] + |Mg. ., (w) = Moo (w)| < 2¢
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da cui segue quanto voluto.
Per quanto riguarda l'integrabilita basta usare il Lemma di Fatou ad una successione
(M, Jnen t.c. limy, 100 My, = limy_y oo My = My, P-q.c. per ottenere

E[|Meof] < sup E[[ My, [} < sup E[|My[] < +oc.
neN t>0

O

Teorema 2.8.2: Fissiamo una filtrazione (Fi)i>0. Sia (Mi)i>0 una martingala P-q.c.
continua a destra, sono equivalenti:

(1) limg oo My esiste in L' (P);
(2) IMo, € LY(P) t.c. E[My | Fy] = M; P-q.c. per ognit > 0;
(3) la famiglia di v.a. {M}i>0 é UL

Dimostrazione. (Facoltativo) Che (2) implichi (3) ¢ noto, infatti (2) implica {M;}i>0 C
{E[M |G] | G C Foo o-algebra} e quest’ultima e UL

Se vale (3) allora la martingala considerata ¢ limitata in L!(P) e possiamo usare il
Teorema 2.8.1 per ottenere il limite puntuale P-q.c. per t — 400, poi possiamo usare il
Teorema di Vitali per ottenere la convergenza in L!(P) ossia (1).

Infine se vale (1) con limite My, € L'(P) allora fissato t > 0 e (hy)nen C (0, 400) t.c.
hn, / +oo, allora per la proprieta di martingala ed essendo la speranza condizionale un
operatore continuo L'(P) — L'(P), si ottiene

LY(P
M, = E[Myyn, | F] 5 EM | F

per n — 400, da cui segue (2). O

Osservazione 2.8.3: Nel contesto del Teorema precedente, si ha che se vale una (e quindi
tutte) tra (1),(2),(3) allora sup;>q E[|M]] < 400 e Mo, = limy 100 My P-q.c. grazie al
Teorema 2.8.1.

Corollario 2.8.4: Fissiamo una filtrazione (Ft)i>0. Sia (Mi)i>0 una martingala. Se
(My)i>0 € limitata in LP(P) con p € (1,400), ossia

sup E[|M|P] < o0
>0

allora valgono (1),(2) e (3) del Teorema precedente. In particolare My, € LP(P) e My —
Moo in LP(P) per t — +00.

Dimostrazione. (Facoltativo) La condizione (1) vale se Ip > 1 t.c. sup;>q E[|M;|P] < +oo0.
Infatti per la Disuguaglianza di Hélder (M;);>o & limitata in L'(P), quindi M; — My
P-q.c. (per il Teorema 2.8.1) per una qualche v.a. My. Inoltre la famiglia (M;)i>o €
dominata da sup;»q |M;| € LP(P), quindi My = My in LP(P) e My, € LP(P). Infatti per
una delle Disuguaglianze massimali di Doob (Teorema 2.4.3) vale

¢ suplai?
>0

P
< (p) sup E[|M|P] < 400
p—1/ >0
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e |[My|P < supysq |My|P dunque si applica il Teorema di convergenza dominata per ottenere
sia My, € LP(P) che la convergenza M; — My, in LP(P) (e quindi anche in L'(P)). [

Osservazione 2.8.5: Nel seguito quando (M;):>0 sara una submartingala o una super-
martingala indicheremo sempre con M, il suo limite P-q.c. se esiste.

2.9 Regolarizzazione di Submartingale a Tempo Continuo

Vediamo adesso i fondamentali teoremi di regolarizzazione di submartingale a tempo con-
tinuo. Osserviamo che poter lavorare con una modificazione continua destra (o anche
solo P-q.c. continua a destra) di una martingala ¢ molto vantaggioso, in quanto ¢ pos-
sibile applicare tutti i teoremi di convergenza a tempo continuo dimostrati nella sezione
precedente.

Fissiamo una filtrazione (F;);>0 ed un processo stocastico (M;)¢>0, chiamiamo Foo =
o(Ft | t > 0). Poniamo

M,;- =limsup Mg pert >0

s—t—
seQ
M+ =limsup Mg per t > 0.

s—tt

seQ
Teorema 2.9.1:  Se (M;)i>0 € una submartingala, allora esistono P-q.c. i limitilim,_,,— M

seEQ
pert >0 elim,_,,+ M, pert > 0. E quando esistono coincidono chiaramente con M;- e
seQ

M+ rispettivamente.
Dimostrazione. (Facoltativo) Per ogni n € N sara I, = [n,n + 1). Fissiamo n € N, usando

la proprieta di submartingala (M, < E[M,,4+1 |Fs] per ogni s < t) si ottiene (prendendo i
valori assoluti, maggiorando |E[M,,11 |Fs]| con E[|M+1] |Fs] e integrando)

E[IM,]) < E[|Moia]] Vs € I,

da cui

sup E[|M;|] < B[ M1]]
SGITL

ne segue, usando il Teorema 2.5.3 degli attraversamenti di Doob (ed il fatto che D((M;)ier,nq, [a, b]) >
0), che per ogni paio di razionali a < b

D((My)ier,nq, [a,b]) < 400 P-q.c.

La tesi quindi segue usando per entrambi i limiti della tesi 'argomento usato per la con-
clusione della dimostrazione del Teorema 2.6.1. Poi si ha anche il P-q.c. globale in quanto
si & trovato un P-nullo per ogni I,,, quindi basta unirli trovando un N P-nullo t.c. per
ogni w € 2\ N esistono i limiti M;+(w) per ogni t > 0 e M;-(w) per ogni t > 0. O

Osservazione 2.9.2: Nel contesto della dimostrazione precedente, osserviamo che pos-
siamo prendere N € Fu. Infatti (M;)i>0 ¢ adattato, dunque possiamo restringerci a
lavorare nello spazio di probabilita (Q,]—"OO,P| F..), con questo accorgimento otteniamo
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che tutti i P-q.c. della dimostrazione precedente sono in F., e quindi anche N risultera
appartenere a Fo.

Lemma 2.9.3: Supponiamo che (Mi)i>o sia integrabile. Allora (M+)i>0 € integrabile e
My <E[My+ | ] Vt>0 P-q.c.

inoltre questa disuguglianza é un uguaglianza nel caso in cui la funzione t — E[M,;] ¢
continnua a destra, in particolare se (My)i>0 € una martingala. Infine il processo (M+)i>0
é una submartingala rispetto alla filtrazione (Fi+)i>0 ed € una martingala se lo é (My)i>0.

Dimostrazione. (Facoltativo) Per ogni n € N sara I, = [n,n + 1). Fissiamon e Ne t € I,,.
Consideriamo una successione (tp)nen C In N Q t.c. £, \ ¢ allora, chiamando Y_, = M,
per ognin € N, si ha che (Y}, )nc—n € una submartingala che converge P-q.c. a M+, dunque
per il Teorema 2.6.6 M;, — M,+ in L'(P). Inoltre per la proprieta di submartingala si ha

My < E[My,, | Fi]
che grazie alla convergenza in L'(P), passando al limite n — 400, diventa
Mt S IE[MtJr | ft]

Inoltre per la convergenza in L!(P) si ha anche E[M;,] — E[M,+], dunque se ¢ — E[M,] ¢
continua a destra si ha anche

E[M] = E[M,:]

che implica
E[E[M;+ |Fe] — My] = E[My+] — E[M;] =0

da cui (essendo lintegranda non negativa) E[M;+ | F;] = M; P-q.c.. A questo punto
abbiamo ottenuto per ogni n € N un P-nullo al di fuori del quale vale la disuguaglianza
voluta per ogni t € I,,, quindi prendendo "unione di essi si ottiene un P-nullo al di fuori
del quale vale la disuguaglianza voluta per ogni ¢ > 0.

Infine prendiamo 0 < s < t e ($p)nen C [0,] N Q t.c. s, \( s. Per quanto appena
provato si ha

Msn S [EI:Mt ‘ fsn}
S E[E[M+ | F] | Fo] = E[Mps+ | F,]

in quanto Fs, C F, passando al limite per n — +00, usando il Teorema 2.6.6 e il Corollario
2.6.7 (dominazione data da |X,+|), si ottiene

Mg+ <E[Mpt | Fot]

che ¢ la proprieta di submartingala di (M;+ )0 rispetto alla filtrazione (Fy+)r>0. Nel caso
in cui (M, )nen € una martingala non é difficile constatare che si avrebbe 1'uguaglianza, in
quanto le disuguaglianze sarebbero in tal caso uguaglianze. O
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Definizione 2.9.4: Un processo stocastico (X;);>o € detto cadlag (continue a droite,
limite a gauche che tradotto dal francese & continua a destra, con limite a sinistra) se per
ogni w € € esistono, uguali a quanto segue, i limiti

lim X (w) = X¢(w) VE>0

s—tt

lim X,(w) €R V¢ > 0.

st~

Invece diremo che il processo ¢ P-q.c. cadlag se valgono le due condizioni sopra scritte
solamente per P-q.0. w € Q.

Teorema 2.9.5 (Modificazione P-q.c. cadlag di martingale e submartingale): Supponia-
mo che la filtrazione (F)i>0 sia continua a destra, allora valgono i sequenti fatti:

(1) se (Mi)¢>0 € una submartingala con [0,+00) > t — E[M] continua a destra, allo-
ra (M;)i>0 ammette una modificazione P-q.c. cadlag che continua ad essere una
submartingala;

(2) se (M¢)i>0 € una martingala, allora (My)i>0 ammette una modificazione P-q.c.
cadlag che continua ad essere una martingala.

Dimostrazione. (Facoltativo) Infatti per il Lemma 2.9.1 (M;+)s>0 € una submartingala o
una martingala rispetto a (F+)i>0 = (Ft)t>0, rispettivamente se valgono le ipotesi (1) e
(2), e vale

M; = E[M+ | Fi) = M+ P-q.c.

quindi (M;+)¢>0 € una modificazione di (My)i>0 ed € P-q.c. cadlag grazie al Teorema
2.9.1. O

Col prossimo teorema si raggiungera un risultato ancor piu fine: la regolarita cadlag
delle traiettorie ovunque, a patto pero di richiedere la completezza della filtrazione.

Teorema 2.9.6 (Modificazione cadlag di martingale e submartingale): Supponiamo che
la filtrazione (Fi)e>0 soddisfi le ipotesi abituali, allora valgono i sequenti fatti:

(1) se (M;)i>o € una submartingala con [0,4+00) > t — E[M] continua a destra, allora
(Myi)e>0 ammette una modificazione cadlag che continua ad essere una submartin-
gala;

(2) se (My)i>0 € una martingala, allora (M;)i>o ammette una modificazione cadlag che
continua ad essere una martingala.

Dimostrazione. (Facoltativo) Dimostriamo (1) e (2) insieme. Prendiamo Qy C € con
P(Q) = 1, dato dal Teorema 2.9.1, t.c. per ogni w € Q esistono i limiti M;+(w) per
ogni t > 0 e M;—(w) per ogni ¢ > 0. Osserviamo che possiamo prendere 0y € Fo
(Osservazione 2.9.2). Per t > 0 definiamo

- M e
iy (w) = (W) sew 0

0 altrimenti
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Per il Lemma 2.9.3 il processo (M;);>0 ¢ una modificazione continua a destra di (M;)io
adattata a (Ft)i>0, in quanto tale filtrazione soddisfa le ipotesi abituali (continua a destra
e P-completa) e 2§ ¢ P-nullo ed in F. Infatti preso t > 0, per il Lemma 2.9.3 M;+ &
misurabile rispetto a Fy+ = F¢, quindi preso B € B(R) vale

(M7'(B)NQo)UQ§ se0€ B

M7 YB)= (MY (B)n Q) UM YB)NNE) =
¢ (B)=(M; (B) 0) U (M, (B) 0) M,;l(B)ﬂQO altrimenti

che in entrambi i casi appartiene a J; per quanto detto.

Inoltre sempre per il Lemma 2.9.3 il processo (Mt)tzo ¢ una submartingala o una mar-
tingala rispetto alla filtrazione (F;):>0: se siamo nelle ipotesi di (1) ¢ una submartingala,
se invece siamo nelle ipotesi di (2) & una martingala. Infine per la scelta di g le traiettorie
di (Mt)tzo ammettono limiti a sinistra finiti per ¢ > 0. O






Calcolo Stocastico di Ito

D’ora in poi, visto che useremo sempre processi a tempo [0, 00), per alleggerire la notazione
al posto della scrittura completa (X¢)¢>o per indicare tale processo stocastico utilizzeremo
solo X. Inoltre quando scriveremo X =Y con X ed Y processi stocastici intenderemo che
questi sono uguali a meno di indistinguibilita e quando diremo che un processo ¢ 'unico
che gode di una determinata proprieta intenderemo sempre a meno di indistinguibilita.

Fissiamo anche uno spazio di probabilita filtrato (2, F, (F¢)¢>0, P) con filtrazione P-
completa (se non specificato diversamente). Con tale assunzione:

o se (H™), ey & una successione di processi adattati (progressivamente misurabili) t.c.
H™ — H allora anche H ¢ adattato (progressivamente misurabile);

e presi due processi X e Y indistinguibili, cioe X =Y, se X adattato allora anche Y
lo e.
Per motivare la precedente assunzione, oltre alle due utilissime proprieta gia menzionate,
osserviamo anche che senza nessuna ipotesi sulla filtrazione considerata, se X e Y sono
due processi stocastici, X & adattato e X =Y (cioé sono indistinguibili), non & detto che
Y sia adattato.
Nel seguito faremo alcune osservazioni (molto importanti) per trattare anche il caso in

cui la filtrazione considerata non ¢ P-completa, tali osservazioni saranno contrassegnate
con la sigla (NC).

3.1 Semimartingale Continue, Variazioni Quadratiche e Spazi H?

Definizione 3.1.1 (Processo Crescente): Un processo stocastico A & crescente se e
adattato e P-q.c. la traiettoria ¢ — A; ¢ continua a destra e crescente.

Definizione 3.1.2 (Processo a Variazione Finita): Un processo stocastico A ¢ a varia-
zione finita se & adattato e P-q.c. la traiettoria t — A; & continua a destra e a variazione
finita. Inoltre chiameremo il processo (Vi(A))i>0 = V.(A) processo variazione di A.

63
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Osservazione 3.1.3: Se X & un processo continuo a destra e a variazione quadratica
finita allora (X) & un processo a variazione finita, infatti ¢ adattato, continuo a destra e
crescente.

Osservazione 3.1.4: Abbiamo in precedenza definito la quantita TtA (X) con X proces-
so stocastico, t > 0 e A una partizione finita dell’intervallo [0,¢]. Estendiamo ora tale
notazione a A = {0 =ty < t; < to < ...} partizione di [0,00) t.c. #(ANJ0,t]) < 4oo per
ogni ¢t > 0, nel seguente modo:

k—1
TH(X) = Z(XtiH - X1,)% + (X, — X))
=0

in cui ¢y = max(A N [0,t]). Osserviamo inoltre che con tale notazione vale che X ¢ a
variazione quadratica finita se

TAX) 25 (X) V>0

per |AN[0,t]| — 0.
Iniziamo con un importante lemma.

Lemma 3.1.5: Una martingala continua M ¢é a variazione finita se e solo se M = M.

Dimostrazione. Possiamo assumere senza perdita di generalita My = 0. Proviamo !'im-
plicazione non ovvia, cioe che se M ¢ a variazione finita allora é costante P-q.c. per ogni
t > 0. Sia V(M) il processo variazione di M. Definiamo per ogni n € N il tda

T, =inf{s >0 | V5(M) > n}

ed osserviamo che T,, /' +oo per n — +oo (in quanto M & continua). Inoltre osserviamo
anche che per ogni n € N vale V;(M™") < n per ogni t > 0 e che in particolare |MtT"| <n
per ogni n € N ed ogni t > 0. Consideriamo adesso una qualsiasi partizione finita A; =
{0=ty <t <..<tp=1t}di[0,¢] pert >0, allora vale

E[(g)?] =E _<§3<M5" - Mtffl))

i=1

2

[k
(Propr. di martingala) = £ Z(Mtj;” - Mg"l)Q]

Li=1

r k
<E|| sup |[(MI — M M — ppn
= _(19‘219 I¢ t; tioq ) Z:ZI‘ t; tioq ]

<[ ( sup |M/[" — M/, ) %(MT”)]
| \1<i<k

<L ( sup |(M/[" — M/, ) ”1
| \i<i<k

Ty T, Ty, Ty
ma supy<;cp |[(My" — My" | — 0 per [A¢] = 0 e supy<icy [(My," — My | < 2n, dunque
per il Teorema di convergenza dominata si ottiene

E[(")?] =0 vnen
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che implica MtT” =0 P-q.c. perognin € Nedognit >0, maT, ~ -+oco, quindi per
continuita MtT" = Mir1, — My da cui segue My = 0 P-q.c. per ogni ¢t > 0. Quindi M
& modificazione del processo costante 0 ed essendo tali processi continui segue che sono
indistinguibili (Osservazione 1.1.6). O

Definizione 3.1.6 (Processo limitato): Una processo X sara detto limitato se esiste
C >0 t.c. | X¢(w)| <C perognit>0edogniwe .

Teorema 3.1.7: Sia M una martingala continua e limitata, allora
(1) M é a variazione quadratica finita;

(2) (M) é l'unico processo adattato, continuo, crescente e nullo in 0 (e quindi in parti-
colare non negativo) t.c. M? — (M) ¢é una martingala continua.

Dimostrazione. Vediamo prima I'unicita nel punto (2). Se N = M? — Ae N' = M? — A’
sono due martingale continue con A, A’ processi adattati, continui, crescenti e nulli in 0,
quindi in particolare a variazione finita, vale

A—A=N-N

quindi A’ — A ¢ una martingala continua e a variazione finita, quindi per il Lemma 3.1.5
¢ indistinguibile da Aj — Ag. Ma A — Ap = 0, dunque A" — A = 0, ossia A’ = A.

Passiamo adesso a dimostrare il punto (1). Per il resto della dimostrazione sara T/ =
TA(M). Dividiamo la dimostrazione in passi.

Passo 1. Dimostriamo che M —T* ¢ una martingala per ogni A = {0=th<t1 <..<
tm} C [0, 00).

Prendiamo s,t € [0,00), s < t e fissiamo A come sopra. Supponiamo intanto che
s <t < tp, allora esistono t;,ty € A t.c. t) < s <ty ety <t <tpy. Vale quindi

E[MZ| | = E[(M; = M, + M,)? | F|
= E[(My — M)?| Fo] + M2+ 2ME [M; — M, | FJ]
(Propr. di martingala) =L [ M; — M5)2 ].7:3} + M52
: . )
=L (Mtl+1 - MS) + Z (Mti - Mti—l) + (Mt - Mtk) "FS + M52
=142
i k
(Propr. di martingala) = E | (M;,,, — M;)? + Z (My, — My, )? + (M — My, )* | Fs| + M?
i i=1+2
e vale anche
[k
E T8 |7 = B[S (My, — My, )+ (M — My,)? | Fs
Li=1
[ k i !

=L (Mtl“ - Mtl)2 + Z (Mti - Mti71)2 + (Mt - Mtk)2 |]:s + Z(Mtz - Mti71)2
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dunque sottraendo la seconda alla prima si ottiene

E[MP =T | F] = M24E[(Myy, — Mo)? = (My,, — My)? | F] = T2 + (M, — M)
(Propr. di martingala) = MS2 —E [(MS — Mtl)2 |.7'-5} — TSA + (M, — Mtl)2
= M?-T~,
che & quanto voluto. Se invece s < t,, < t si fanno esattamente gli stessi conti con m

al posto di k (non esiste t;41, ma non ci importa). Infine se t,, < s < ¢ i conti sono
addirittura piu semplici infatti in tal caso

E[M2|F| = E [0 - M) | 7] + 12

[TtA ’f l My, ,)? + (My = My, )? | fs] + M

(Propr. di martingala) = l My, )+ (My — My)* 4 (M, — M;,,)? |]:s] + M2

=78+ [ M,)*| 7|

da cui sottraendo la seconda alla prima segue
E [ME —TA |f5} = M2 -T2,

Passo 2. Fissiamo a > 0 e prendiamo A, A’ partizioni finite di [0,a] (con punto finale
A2
a per entrambe), vogliamo stimare E {(TaA —-TA ) ]
Nel seguito sard X, = T2 —T2". Poniamo inoltre AA’ = {0 = 59 < §1 < ... < S,y = a}
I'unione di A e A’. Usando il Passo precedente si ottiene che X ¢ martingala continua,

dunque sempre per il Passo precedente X2 — TAA (X) & martingala continua nulla in 0,
dunque usando la nota disuguaglianza (a + b)? < 2a? + 2b? otteniamo

E[x2] = £ |78 (X)]
<2 [TAN (%)) + 26 [T2%(1%)]

Passo 3. Vediamo che E [TaAA/ (TA)} ,E [TaAA/ (TA/)} — 0 per |A] V |A'] = 0.
Supponiamo che A = {0 = tg < t; < ... < typ}. Sia k € {0,...,mm — 1} e sia t; =
max{t; | t; < s;} in modo che t; < s, < spy1 < ti41, allora

A A
T3k+l - Tsk = <M5k+1 - Mtz)z - (Msk - Mtz>2

= (M8k+1 + MSk - 2Mtl)(M - Msk)‘

Sk+1
Dunque se per ogni j = 0,...,m — 1 chiamiamo #;;) = max{t; | t; < s;} allora si ha

m—1

TaAA/(TA) = Z (Msj+1 + MSJ' o 2Mtl(j))2(M

Sj+1

_ Msj)Q
j=0
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e quindi

1<j<m—1

[ m—1
E[78%(1%)] <E ( sup | My, | + M, — 2Mtl(j)\2> Z% (M., — MS].)QI
]:

1<j<m—1

—F < sup | M, , + M, — 2Mtlm|2> T A/]
] 1
2

r 1
(Cauchy-Schwarz) < | sup [M, , + Ms; — 2My, |4] E [(TaAA )2} ’
[ 1<j<m—1

ma se |[A| A |A'[ — 0 si ha supy <<,y [Ms;_, + Ms; — 2Mtl(j)|4 — 0 e se C' > 0 limita
M vale
sup My, + M, —2M;,, |* < (4C)*
1<j<m—1
dunque per il Teorema di convergenza dominata si ha E [TaAA/ (TA)} — O per |A|V|A'] =0,
purché E {(TaAA/)Z} = 0(1) per |A| Vv |A'| = 0. Vediamolo
E[(T%)] = E [T - M2+ M)
<2 [(T2Y - M2)?] + 2E [M]
<2 [(TAY — M2)?] + 20

studiamo il primo integrando

k 2 k
Mf - <Z(M51 - M3i1)> =2 Z (Msz‘ - Msiﬂ)(Msj N Msﬂ'*l)
i=1 i,j=1

dunque

k
Mo% - TaAA =2 Z (Msi - Msz‘ﬂ)(MS]‘ - Mqu)

ij=1
1<]
k Jj—1
=2 Z(Msj - MS]'—1) Z(MSZ - Msi—l)
j=1 i=1
k
=2 Z(Msj - MSj—l)(MSj—l - MO)
j=1
che chiamando Hsj_1 = ]\Jsj_1 — My ci da

2
E[(T2% — M) = 2E (Zk:(Msj - Msj_l)Hsj_l)

<.
Il
-

(Propr. di martingala) = E
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Passo 4. Dimostriamo che per ogni a > 0 la successione (TaA")neN e di Cauchy in
L?(P) se |An| — 0. Dunque come conseguenza si ha per ogni a > 0 lesistenza di una
v.a. Z, € L*(P) t.c. TaA" — Z, in L*(P). In particolare, grazie alla completezza della
filtrazione il processo (Z)¢>o € adattato.

Grazie ai passi precedenti, se n < p < ¢, vale | UTaAq — TCLA”H = o(1) per n — 400,
dunque si ha quanto voluto.

Passo 5. Scegliamo per ogni t > 0 una v.a. nella classe di Zy in modo da ottenere la
continuita.

Grazie alla Disuguaglianza massimale di Doob in L?(P) (Teorema 2.4.3) si ottiene

2
E ( sup |TA™ — TtAm|> < 4AF [|TaA" - TaAm|2] Vn,m € N
0<t<a

quindi usando il Passo precedente si ottiene che per n,m € N con n,m > N vale

2
lim E || sup |TA" — TP =0
N—+o00 0<t<a

da cui segue 'esistenza di una successione (ny)pen C N con ng 7 400 t.c.

An Any_ An Any
sup |7 =T, "M < D) sup [T L) <1
ke Ostsa [Py kedy [10sf=e L2(P)
che implica
An An —
sup [T, "™ =T, "*'| < 400 P-q.c.
keN+ 0Stsa

ma C([0,a]) & completo, dunque per il criterio di completezza per serie per spazi normati

) <T-A"k — T.A"’“>

si ha che P-q.c. la serie

keNL
converge in C([0,al), ma
m A,
3 (T.A"’“ T ’H) — TAmm 7R v e N,
k=1

dunque P-q.c. la successione (T.A"m)mew . converge in C([0,a]) ad una funzione
[0,a] 5t +— Zt(a)

continua. Quindi abbiamo definito, a meno di un insieme P-nullo (in cui puo fare quello
che vuole, basta che sia sempre continuo, ad esempio su tali eventi potremmo porlo costan-
temente 0), un processo continuo (Zt(a))t>0 t.c. P-q.c. T —s 7 in C(]0,a]). Inoltre
se 0 < a < da’ vale per costruzione che Zza) = Zt(a/) per ogni t € [0,a], quindi si incollano
bene e questo ci permette di definire un processo continuo (Zt)tzo t.c. T, tA”m — 7 P-q.c..
Dico adesso che Z; = Z; P-q.c. per ogni t > 0, da cui in particolare seguirebbe TtA" — 7
in L?(P) e quindi in probabilitd per ogni ¢t > 0 (in quanto questo vale per Z;). Fissiamo
t >0, essendo T~ — Z; in L2(P) si ha che anche TtA"m — Zy in L?(P), quindi possiamo
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prenderne una sottosuccessione che vi converge puntualmente P-q.c., ma gia convergeva
P-q.c. a Zt, quindi Zi =2, P-q.c..

Passo 6. Concludiamo la dimostrazione.

Fissata A, se s,t € A, s < t allora T> < TA e Z ¢ limite puntuale P-q.c. di una
successione (T2% =gy t.c. [Ag| = 0, Ap C Apy1 perogni k € Ne t.c. Uren Ak € denso in
[0, 00), quindi P-q.c. Z & crescente su Uren Ax e per continuita ¢ quindi crescente su tutto
[0,00) (abbiamo fatto questo ragionamento perché i T* non sono crescenti). Inoltre a
meno di porlo uguale a 0 (ad esempio) dove non & crescente possiamo considerarlo crescente
ovunque (osserviamo che rimane adattato in quanto Fy ¢ P-completa). Inoltre essendo
M? — TA» martingala per ogni n € N (per un Passo precedente), per il Teorema di
convergenza dominata condizionale si ha che anche M2 — Z & martingala (usiamo l'ipotesi
di P-completezza della filtrazione per dire che M? — Z e adattato), dunque si ha la tesi
con (M) = Z. O

Proposizione 3.1.8: Sia M martingala continua limitata e T tda, allora
(M)T = (MT).

Dimostrazione. Sia Ny = M? — (M), per ogni t > 0, N & una martingala, dunque lo &
anche
NT = MtQ/\T — (M)inr = (MtT)2 - <M>tT

ed (M )T € un processo continuo, crescente, adattato e nullo in 0, dunque per 'unicita del
Teorema precedente si ha la tesi. ]

Definizione 3.1.9 (Martingala locale): Un processo X adattato e continuo a destra e
detto (F, P)-martingala locale se esistono dei tda (71}, )nen limitati t.c.

(1) T,, /* o0 P-q.c;
(2) XT“]l{Tn>0} ¢ una martingala Ul per ogni n € N.

Talvolta chiameremo una tale successione di tda tda associati ad X.

Osservazione 3.1.10: e Ovviamente la Definizione precedente ha perfettamente sen-
so anche quando Fj non ¢ P-completa.

e Nel seguito, quando la filtrazione e la probabilita rispetto alle quali un processo X
¢ una martingala locale sono chiare, chiameremo X solamente martingala locale.

e Una martingala Ul ¢ una martingala locale.
e Possiamo prendere i tda t.c. T;, /* +00 ovunque.
e Se X ¢ continuo (2) € equivalente a:
(27) XT"II{Tn>0} ¢ una martingala limitata per ogni n € N.

Infatti se vale (2) allora vale (2) in modo ovvio, se invece vale (2), rimpiazzando T,
con Ty, A Sy, in cui S, = inf{t > 0| |X;| > n} si ottiene la limitatezza voluta in (2’)

grazie alla continuita.
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e Se Xy =0 allora XT"]l{Tn>O} = XTn,

e Anche X — X & una martingala locale con gli stessi tda di X.

Proposizione 3.1.11: Se X é una martingala locale limitata allora X é una martingala
limitata.

Dimostrazione. Possiamo supporre Xg = 0. Siano (7},),en tda associati ad X, allora la
tesi segue passando al limite nella proprietd di martingala di X7 usando il Teorema di
convergenza dominata condizionale. O

Esempio 3.1.12: [l MB std B ¢ una martingala locale con tda deterministici T, = n per
ognin € N.
Infatti B & una martingala limitata in L?(P) (da n) per ogni n € N.

Proposizione 3.1.13: Se X ¢é una martingala locale positiva allora X € una supermar-
tingala positiva.

Dimostrazione. Possiamo supporre Xy = 0. Siano (7},)nen tda associati ad X, allora la
tesi segue utilizzando il Lemma di Fatou nella proprieta di martingala di X7». O

Teorema 3.1.14: Se M ¢é una martingala locale continua, allora esiste un unico processo
(M) adattato, continuo, crescente e nullo in 0 t.c. M? — (M) & una martingala locale
continua. Inoltre per ognit > 0, presa una successione (Ay)nen di partizioni finite di [0, t]
st ha
An P
sup |T-"(M) — (M)s| — 0
0<s<t

per |Ayp| — 0. Il processo (M) é detto variazione quadratica di M.

Dimostrazione. L’unicita segue dal Lemma 3.1.5, infatti se X4 = M? — Ae X4 = M? —
A’ fossero due martingale locali continue con A e A’ due processi come da tesi, allora
potremmo trovare una successione di tda (Sy)nen t.c. Sy, 7 400 e per i quali Xﬁn:ﬂ.{gn>0}
e Xj? 14s,>0) sono martingale continue limitate per ogni n € N. Allora abbiamo che

X3 ls, 500 — Xarlgs,»0p = (A — A) %15, 50

€ una martingala continua a variazione finita e nulla in 0, dunque per il Lemma prima
citato (A — A’)S"]l{sn>0} = 0 da cui segue A = A’ su [0,S,]. Valendo questo per ogni
n € N ed essendo S,,  +oo si ottiene A = A’.

Vediamo adesso 'esistenza e la convergenza della tesi. Siano (7),),en tda associati a M,
cioe X, = MT”]l{Tn>0} & martingala continua limitata per ogni n € N e T;, / 4+oco. Per il
Teorema precedente esiste (X,,) per ognin € N. Inoltre si ha che (X2 ; — (Xn+1>)T” 147, >0}

¢ una martingala e

Tn
(XELH - <Xn+1>) Lir,>0p = Xo — (Xnt1) "Lz, 50

e quindi dall’unicita del Teorema precedente segue (X,,1)™ = (X,,) su {T,, > 0}, ma su

T,, = 0} entrambi i processi sono nulli, quindi in realtd (X, 1)™ = (X,,) ovunque. Di
+
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conseguenza P-q.c. € ben definito il limite

n—-+o0o

dunque a meno di un insieme P-nullo abbiamo definito un processo continuo (M) che
risulta essere adattato grazie alla P-completezza della filtrazione. Inoltre per costruzione
(M) = 0, e crescente e

(MY = (X,)) V¥YneN

quindi (M7")21g7 oy — (M)™ (che ¢ indistinguibile da X2 — (X)) ¢ una martingala
continua limitata per ogni n € N con (M Tn)zjl{Tn>0} limitata e se per ogni n € N definiamo
il tda

Sp=inf{t > 0| (M), >n}

vale che (M™")21 1, oy — (M)T7"5n & martingala continua limitata per ogni n € N. Di
conseguenza M? — (M) & martingala locale continua.

Dimostriamo adesso la convergenza della tesi. Fissiamo ¢,0 > 0 e anche ¢t > 0, es-
sendo M una martingala locale continua esiste un tda S t.c. M?° 1ts>0) ¢ martingala
continua limitata e P(S < t) < 4. Inoltre osserviamo che T2(M) e (M) coincidono con
TA(MSJL{S>O}) e <MS]l{S>0}> rispettivamente su [0, .S] quando S > 0. Dunque chiamando

Ape = { sup [T (M) — (M)s| > 6}
0<s<t

si ha
P(Ape) =P(Apx . N{S < t}) + P(Ap . N{S > t})
S 1) + P ( sup ’TSA(MS:H_{S>0}) - (MS:I]_{5>0}>5| > €> =9 + 0(1)
0<s<t
per |A| — 0. Si ha quindi quanto voluto grazie all’arbitrarieta di d,& > 0. O

Proposizione 3.1.15: Sia M una martingala locale continua nulla in 0, allora per ogni
t > 0 wvale la disuguaglianza
E[MP] <E[(M)].

Dimostrazione. Siano (T},)nen tda associati a M? — (M) che & martingala locale continua
nulla in 0, dunque per il Lemma di Fatou si ha

E[MZ — (M| <liminfE [MZ 7, — (M), | =0.

n—-+00

O]

Teorema 3.1.16: Date M e N due martingale locali continue, esiste un unico processo
(M, N) adattato, continuo, nullo in 0 e a variazione finita t.c. MN — (M,N) ¢é una
martingala locale continua. Inoltre per ognit > 0, presa una successione (Ap)nen, Ap =
{0= tén) < tgn) <. < t](;zi) = t}, di partizioni finite di [0,t] si ha

k(n)

;(Mtgm = My )Ny = Ny ) =5 (M, N);

im

per |A,| — 0. Il processo (M, N) é detto covariazione quadratica di M ed N.



72 3.1. Semimartingale Continue, Variazioni Quadratiche e Spazi H?

Dimostrazione. L’unicita segue in modo analogo a quanto fatto nel Teorema preedente.
Vediamo l'esistenza. Definiamo osservando che somma di martingale locali continue e
martingala locale continua

(M + N) = (M) - (N)
2

<M7N>:

e vediamo subito che (M, N) cosi definito & adattato, continuo e nullo in 0. Inoltre ¢ a

<M;N> e <M>;<N> che sono non decrescenti. Infine

variazione finita perché ¢ differenza di

essendo

(M +N)%2 - M? - N?
2

MN =

si ha
(M +N)?—(M+N) M?>—- (M) N2?—(N)
2 B 2 B 2

ossia. MN — (M, N) & somma di martingale locali continue e quindi & martingala locale

MN — (M,N) =

continua. O

Osservazione 3.1.17: e Se M, N sono due martingale locali continue, dalla prece-
dente dimostrazione si evince che vale l'uguaglianza

(M +N) = (M) - (N)

(M,N) = ;

che & una sorta di identita di polarizzazione.
e Se M & una martingala locale continua si ha (M, M) = (M).

e Se N = Ny ¢ costante nel tempo allora (M, N) = 0.

Proposizione 3.1.18: Sia M una martingala locale continua. Allora (M) =0 se e solo
se M = M.

Dimostrazione. Dimostriamo la freccia non ovvia. Supponiamo (M) = 0. Osserviamo che
possiamo assumere senza perdita di generalita My = 0 e che a meno di stoppare adeguata-
mente (e poi passare al limite) possiamo assumere M martingala continua limitata (infatti
se (M) = 0 allora banalmente (M®) = 0 per ogni tda S). Allora M? — (M) = M? & una

martingala continua, da cui segue
E[MZ] =E[M3] =0 wt>0

e di conseguenza M; = 0 P-q.c. per ogni t > 0, ossia M ¢ una modificazione del processo
costante 0, ma entrambi sono continui, quindi sono indistinguibili. ]

Lemma 3.1.19: Se M, N sono due martingale locali continue indipendenti allora M N
e una martingala locale continua.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita posso supporre My = Ny = 0. Siano (T,{” Jnen

e (TN)nen tda associati a M ed n rispettivamente e poniamo Tj, = T A TN per ogni
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n € N. Allora (T},)nen sono tda t.c. T,  +oo e MTn NT» sono martingale continue
limitate per ogni n € N. Prendiamo s, > 0 con s < ¢, vale

E[M/N™ | Fo] = € [M]" | R E [N | F] = MI" NI

ed inoltre MT» NT» ¢ processo limitato, dunque M7» NT» & martingala continua limitata
per ogni n € N. O

Proposizione 3.1.20: Se M, N sono due martingale locali continue indipendenti allora
(M + N) = (M) +(N).

Dimostrazione. Banale & osservare che (M) + (N) e continuo, adattato, crescente e nullo
in 0. Ora

(M 4+ N)? — (M) — (N) = (M? — (M)) + (N? — (N)) + 2NM

che per il Lemma precedente ¢ somma di martingale locali conitnue e quindi ¢ martingala
locale continua. O

Corollario 3.1.21: Se M, N sono due martingale locali continue indipendenti allora
(M,N) =0.

_ (M+N>—2<M)—<N>
dalla, Proposizione precedente. ]

Dimostrazione. Abbiamo gia notato che (M, N) , quindi la tesi segue

Osservazione 3.1.22: Se B = (Bi),':Lm’d & un MB? std, per il Corollario precedente si
ottiene che
(B",BY), = 6;;t Vt>0.

Lemma 3.1.23: Se N ¢ una martingala locale continua, T ¢ un tda e £ é una v.a.
Fr-misurabile allora (N — NT) ¢ una martingale locale continua.
Dimostrazione. Definiamo per ogni n € N

T T se [l >n

inf{t >T | [Ny — Np| >n} sel¢|<n
ed osserviamo subito che T,,  4+00. Inoltre T}, & un tda in quanto se t > 0 vale
{Tn <t} =({T <t}n{lg] >n}U ( U {INg— Nr| >n}n{l¢] < n}) € Fr.
q€[0,¢)NQ

Notiamo che (N — N7)™» & una martingala locale continue limitata, quindi & una martin-
gala continua limitata (Proposizione 3.1.11). Quindi per ogni n € N vale che

(E(N = NI = (ELjg)<ny) (N = NT)Tn

¢ una martingala continua limitata, infatti {1(¢<,) € una v.a. limitata e Fp-misurabile
ed effettivamente per ogni ¢t > 0 vale

(ELge1<ny) (Ve — N = (€L ggj<ny) (Ve — N ) L ppany
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e (§1g¢|<n})L{r<s) € Fr-misurabile (facile verifica) per ogni ¢t > 0. Quindi presi s,¢ > 0,
s <tsiha

£ [(’Sﬂ{lf\én})(Nt = N " Lreg \fs} = (€411 <ny) Lyr<s) B [(Nt - N \fs]
= (£1q¢1<ny) Igr<sy (Ns — NJ)™
= (ELqjgp<ny) (Ns — N

e invece quando T' > s si ha Fr N {T > s} D Fs N {T > s}, quindi usando la proprieta
della torre della speranza condizionale ed il Teorema 2.7.1 d’arresto opzionale si ottiene

E [(51{|§|§n})(Nt — N " Lrsg \fs} =r [(51{|§\§n})1{T>s}[E [(Nt — N ‘]:T} \]:s}
= E [(€1¢/<n)) 1> (N — NEY™ | Fy| =0
dunque mettendo insieme si ottiene
E[(6(N: = N | F] = (&(N, — NT)T»
che ¢ la proprieta di martingala voluta. O

Proposizione 3.1.24: SeT é un tda e M, N sono due martingale locali continue, allora
(M, N)" = (M,NT) = (M",NT).

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che a meno di restringerci nell’insieme {7" <
+oo}, possiamo considerare T' limitato, in quanto dove T' = +o0 i processi della tesi sono

banalmente uguali.

(M+N)—={M)—=(N)

Partiamo sempre da (M, N) = 5 , allora

P (L4 N)T = QDT (N)T_ (04 N = T = 1) _ e e,

(M, N)

Inoltre, in particolare M7 NT — (M, N)T & martingala locale continua e grazie al Lemma
precedente, lo & anche MT(N — NT) = Mp(N — NT) (per t € [0,T] si ha N; — NI = 0)
osservando che per la Proposizione 2.1.21 My ¢ Fp-misurabile, dunque

MNT — (M, NI = (MTNT — (M, N)T) — MT(N — N7T)
¢ somma di martingale locali continue e quindi ¢ martingale locale continua. O

Corollario 3.1.25: Se M, N sono martingale locali continue e (Sp)nen sono tda t.c.
Sp 400 allora
(M,N) = lim (M,N").

n—-+o0o

Dimostrazione. Infatti grazie alla Proposizione precedente si ha

(M,N)= lim (M,N)>* = lim (M,N"").

n—-+4o0o n—-+o0o



Capitolo 3. Calcolo Stocastico di Itd 75

Definizione 3.1.26 (Semimartingala continua): Una (F;, P)-semimartingala continua &
un processo continuo X t.c. X = M + A con M una (F;, P)-martingala locale continua e
A un processo continuo a variazione finita rispetto alla filtrazione (F;)¢>o.

Osservazione 3.1.27: e Ovviamente la Definizione precedente ha perfettamente sen-

so anche quando Fy non & P-completa.

e Nel seguito, quando la filtrazione e la probabilita rispetto alle quali un processo X &
una semimartingala continua sono chiare, chiameremo X solamente semimartingala

continua.

Osservazione 3.1.28: La decomposizione X = M + A di una semimartingala continua

X é unica a meno di una funzione Fo-misurabile.
Infattise X = M +A = M'+ A, allora M — M’ = A’ — A e per il Lemma 3.1.5 segue
(arrestando opportunamente) che M — M’ = My — M.

Proposizione 3.1.29: Una semimartingala continua X = M + A ¢é a variazione qua-
dratica finita con variazione quadratica (X) = (M).

Dimostrazione. Sia A = {0 =ty < t; < ... < t,, = t} una partizione finita di [0,¢] con
t > 0. Vale

TtA(X) = Z(th - Xti71)2
=1

= Z(Mtz - Mti71)2 + Z(Ati - Ati71)2 +2 Z(Mtz - Mtifl)(Ati - Atifl)
=1 i=1 =1
e si ha

- A|—0

Z(Mti - Mti—l)(Ati - Ati—1) < <1zu£) ‘Mti - Mti—l|> %(A) |ﬁ> 0

i=1 Sisn
- A0
Z(Ati — Ati,l)Q < <1iu£) | A, — Ati1|> Vi(A) |ﬁ> 0
i=1 San

quindi si ha quanto voluto (dalla convergenza puntuale a 0 si passa a quella in probabilita
usando la Disuguaglianza di Markov e successivamente il Teorema di convergenza domina-
ta, in cui si usano le ipotesi di continuita e di finita variazione per trovare le dominazioni

in entrambi i casi). ]

Osservazione 3.1.30: Nella precedente dimostrazione abbiamo provato, in particolare,
che un processo continuo a variazione finita é sempre a variazione quadratica finita e con
variazione quadratica nulla.

Definizione 3.1.31: Se X = M + AeY = N + B sono due semimartingale continue,
definiamo la loro covariazione quadratica come

(X,Y) = (M, N).
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Osservazione 3.1.32: Se X = M+ A ¢ una semimartingala continua e Y = B ¢ continuo
ed a variazione finita, per definizione

(X,Y) = (M,0) = 0.

Osservazione 3.1.33 (NC): Osserviamo che data una (F;)-semimartingala continua X,
essendo limite in probabilita dei TtA, la sua variazione quadratica non cambia se sostituia-
mo (F¢)¢>0 con un’altra filtrazione rispetto alla quale X ¢ sempre semimartingala locale
continua. E non cambia nemmeno se sostituiamo P con un’altra probabilita assolutamente
continua rispetto a P.

Questo ci dice che 'oggetto ”variazione quadratica” e di conseguenza anche 'oggetto
”covariazione quadratica” hanno senso anche in caso ad esempio la filtrazione considerata
non ¢ completa (in quanto ¢ possibile rifarsi al completamento).

In generale pero non ¢ detto che si riesca ad avere 'adattabilita rispetto alla seconda
filtrazione.

Osservazione 3.1.34 (NC): Sia (F?);>0 una filtrazione continua a destra (non necessa-
riamente completa) e sia (Ff );>0 il suo completamento rispetto a P. Presa X = M + A
una (FF)-semimartingala continua, & possibile dimostrare (noi non lo faremo) che esistono
processi M', A', B' (F?)-adattati t.c.

e M’ & una (F?)-martingala locale continua;
o A’ B’ sono continui, A’ ¢ a variazione finita e B’ & crescente;
« X ¢ indistinguibile da X’ = M’ + A’, che & una (F,)-semimartingala continua;

o B’ ¢ indistinguibile da (X) (variazione quadratica costruita usando la completezza
di (FF)i>0) e (M')? — B’ & una (F?)-martingala locale continua;

e B’ ¢ la variazione quadratica di X’.

In particolare quando la filtrazione non & completa ma € continua a destra la variazione
quadratica di una data semimartingala continua puo essere presa all’interno della sua classe
di indistinguibilita in modo che non solo sia adattata al completamento della filtrazione
considerata, ma lo sia esattamente rispetto alla filtrazione considerata.

Passiamo adesso a presentare alcuni fondamentali spazi di martingale.

Definizione 3.1.35 (Gli spazi H?, H? e H3): Denotiamo con H? lo spazio delle martingale
limitate in L?(P) a meno della relazione d’equivalenza ~ data dall’indistinguibilita tra
processi, cioe

H? = {M | M martingala e sup E [Mﬂ < —I—OO} / ~.
>0

Inoltre definiamo gli spazi

H? = {M e H? | M ha un rappresentante continuo}

HZ = {M € H? | M ha un rappresentante continuo e nullo in 0}
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Osservazione 3.1.36: Nel seguito confonderemo senza preoccuparcene troppo gli ele-
menti di H? con dei loro rappresentanti. Inoltre quando prenderemo M € H? (M € H2)
considereremo sempre il rappresentante continuo (e nullo in 0).

Osservazione 3.1.37: e I1 MB std B non ¢ in H? ma lo diventa se viene arrestato
adeguatamente, ad esempio con un tda deterministico (vedi Esempio 3.1.12).

« Le martingale limitate sono in H2.

Lemma 3.1.38: Presa M € H? ed M. il rispettivo limite puntuale P-q.c. wvale che
My € L*(Foo,P) C L3(P) ed M converge a My, in L*(P). Inoltre la mappa

®:H — L*(Fuo, P)
t.c. (M) = My per ogni M € H? ¢ un isomorfismo lineare tra H? e L*(Fuo, P).
Dimostrazione. Per una delle Disuguaglianze massimali di Doob (Teorema 2.4.3), la v.a.
M* = sup;>o M ¢ in L?(P) se M € H? e quindi per il Corollario 2.8.4 M & Ul e
M; = E[My | Ft] P-q.c. per ogni t > 0, con My, il limite di M per t — +oo, inoltre
sappiamo anche che My, € L*(P) e che M; — M, in L?(P). Ma anzi analizzando bene
la misurabilita di M., essendo M adattato, si ha che My, € L?(Fs,P). Quindi & ben

definita la mappa lineare
®:H — L*(Fuo, P)

t.c. ®(M) = M, per ogni M € H2. Costruire la mappa inversa & banale, infatti basta far
corrispondere ad ogni v.a. X € L?(Fu, P) la martingala (E [X | F])i>o0- O

Teorema 3.1.39: Lo spazio H? & uno spazio di Hilbert con prodotto scalare

(M,N)p = lim E[M;N;] VM,N € H>

t—4o00

che induce la norma
1 1
1Ml = lim E[M7)* = E[MZ]* = | Mull2).

Inoltre H? ¢ sottospazio lineare chiuso in (H2, ]| - ||p2)-

Dimostrazione. Osserviamo che il prodotto scalare dell’enunciato ¢ fatto apposta per ren-
dere la corrispondenza del Lemma precedente un’isometria lineare, quindi la completezza
voluta discende direttamente da quella di L?(Fx, P).

Vediamo che H? & chiuso. Sia (M), C H? successione convergente in H? ad una
M € H?, vediamo che M € H?. Da una delle Disuguaglianza massimali di Doob (Teorema
2.4.3) si ottiene

2
E [(sup ™ — Mﬂ) ] < 4| MM = M|% — 0
t>0
per n — 400, dunque esiste una sottosuccessione (M (”k)) ken t.c.

sup ]Mt(n’“) — M| — 0 P-q.c.
>0



78 3.1. Semimartingale Continue, Variazioni Quadratiche e Spazi H?

per n — +00, ovvero M (™) — M uniformemente P-q.c., dunque P-q.c. la traiettoria di
M ¢ continua. Di conseguenza a meno di modificare M in un insieme P-nullo si ottiene
la continuita di M (a meno di indistinguibilita). O
Proposizione 3.1.40: Una martingala locale continua M ¢é in H? se e solo se

(1) My € L*(P);

(2) E[{(M)s] < +00.

In particolare, in tal caso, M ¢ martingala continua, (M) ¢ P-q.c. limitato, M?* — (M) ¢
martingala continua Ul e vale

| M}z = E | M| + E[(M)oo]

Dimostrazione. Siano (T}, )nen tda associati ad M. Per ogni n € N il processo ((M7n)2 —
<MT”))]l{Tn>O} ¢ una martingala continua e {7, > 0} € Fy, quindi

E (M 147, 50)?] = E (M) - <MTn> 0] + E [(M 1, 0
= E[E[(M")? = (M) | Fo| Lz n0p] + E [(M)[" 1z, 50y
= E[(Mg")? = (MT)0) 1,505 + E [(M){" 11, 50y]
[ oL, >0}} [<M>?"1{Tn>o}}

ossia
E [(MtTn]l{Tn>0})2} -k {<M>tT"1{Tn>0}} =F {MOQH{Tn>O}} : (3.1)

Ora se M € H? allora (1) vale banalmente ed essendo M UI possiamo passare al limite
nell’eq. (3.1) per ottenere

E[MZ] - E[(M)oo] = E [145]

che prova (2) e la formula per la norma.
Viceversa se valgono (1) e (2), la stessa uguaglianza (3.1) prova

E[(M" 17, 50))?] < E[(M)oo] + E [MF] = K < +00
e grazie al Lemma di Fatou si ottiene

E {Mtz] < liminf E [( "1y, >01) ] K

n—+400

che prova la limitatezza in L?(P) di M. Manca da vedere solamente che M & martingala.
Grazie all'ultima disuguaglianza scritta si ottiene anche che ((M/"1 (7,>01))nen ¢ limitata
in L?(P) per ogni ¢t > 0, dunque passando al limite in

3 [MtT”Jl{Tn>o} |fs} = M{" 17,501

usando il Teorema di Vitali, si ottiene che E [M; | F5] = M per ogni s,t > 0, s < t, che &
la proprieta di martingala voluta.
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Infine per vedere che M2 — (M) & UI osserviamo che

sup(MZ — (M);) < sup M? + (M) oo

>0 >0
che ¢ una v.a. integrabile grazie alle ipotesi ed al fatto (visto in precedenza nella dimo-
strazione) che M & limitata in L?(P). O

In particolare il precedente risultato ci permette di dimostrare il seguente importante
fatto.

Proposizione 3.1.41: Sia M una martingala locale continua, allora esiste una v.a. My
t.c. My — My P-g.c. su {(M)o < +00}.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita possiamo assumere My = 0. Se per n € N
consideriamo
T, =inf{t >0 | (M); > n}

la martingala locale continua M”" ha variazione quadratica (M™#) = (M)Tn che ¢ limitata
uniformemente, dunque per la Proposizione precedente M™» € H? ed in particolare &
limitata in L2(P), dunque esiste P-q.c. il limite lim;_, oo M™, ma su {(M)s < 400}
la successione di tda (7),)nen © definitivamente finita per n — +oo, dunque si ottiene la
tesi. O

3.2 L’integrale Stocastico di It6

Sappiamo che se A & un processo a variazione finita, per P-q.0. w € €, possiamo associare
alla traiettoria t +— Ay(w) una misura con segno di Radon g4, quindi preso H pro-
cesso progressivamente misurabile e limitato su ogni compatto, possiamo definire P-q.c.

Iintegrale
t ¢
(H-A)y = / H,dA, = / Hsdpa(s) Vt>0.
0 0

che sara a sua volta progressivamente misurabile. Lo scopo di quanto segue ¢ definire una

nozione di integrale rispetto ad un processo che pero non ¢ a variazione finita.

3.2.1 Integrale di It6 rispetto a martingale in H?

Definizione 3.2.1 (Processo misurabile): Un processo stocastico H ¢ detto misurabile
se la mappa Q X [0, 00) — Hy(w) € Foo @ B([0, 00)-misurabile.

Definizione 3.2.2 (Processi elementari): Nel seguito diremo che un processo K ¢ un
processo elementare se ¢ della forma

K= K_lll{o} + KO]l(O,tﬂ + ...+ Kn—ljl(t

nflytn}

incuineN, 0=t <t <..<t, <400, K_1 € v.aa. Fyp-misurabile limitata e K; &
v.a. Ji,-misurabile limitata per ogni ¢ = 0,...,n — 1. Denoteremo con & lo spazio di tali
processi elementari.
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Osservazione 3.2.3: Un processo elementare e progressivamente misurabile e limitato.

Lemma 3.2.4: Siano A un processo a variazione finita, p > 1, H un processo misurabile
et.c. Hw)e LP([0,00),dA(w)) P-q.c. (ad esempio se H é limitato) e t > 0. Definiamo
per ogni n € N ¢ processi elementari

Z H 1 1) 4

7 i1

in cui {0 = t(()n) < t&n) <.t = t} sono i punti in [0,t] t.c. tgi)l — tgn) = L per ogni

1=1,...n—1e

0 sei1 =10

Hi(n) _ ) () 4 ‘
WL(H)I HSdAs :‘]L;/(n)l HSdAS se 1 € {1,,n}
i i-1 ' b

Allora per ogni p € [1,4+00) ed ogni t > 0 vale

t
/ |[H™ — H|PdA, — 0 P-g.c.
0

per n — +00.

Dimostrazione. (Facoltativo) Fissiamo p € [1,+00). Sia €' linsieme misurabile e con
P(Q) = 1 in cui le traiettorie di A sono a variazione finita e le traiettorie di H so-
no in LP([0,00),dA). Fissiamo anche w € . Essendo la funzione s — Hg(w) in
LP([0,t], dA(w)), possiamo approssimarla, sempre in LP([0,¢], dA(w)), con funzioni conti-
nue (per un noto risultato di densita). Di conseguenza basta dimostrare che se s — h(s)
& continua ed in LP([0,1], dA(w)), prese h(™ = S} h )]1[t<") £y

i ) z+1
0 set =0
hz(‘n) =9 "
Jct(ln) h(s)dAs(w) sei€ {1,...,n}.
i—1

vale che
/|h") h(s)P dAs(w) —s 0

per n — +o0.

Osserviamo che h ¢ uniformemente continua su [0,¢], quindi preso € > 0 esiste un

n € N t.c. se|z—y| < 2 allora |h(z) — h(y)| < ¢ ed a meno di ingrandire n possiamo
(n)
anche supporre fotl |h(s)|P dAs(w) < eP.

Prendiamo quindi i € {1,...,n} er € [t( ),t§+)1), notiamo che se u € [t Z( ”) tg")) allora
Ir—u| < 2t e di conseguenza |h(r) —h(u)| < £ ed essendo M (r) = f h(s) dAs(w) anche
|h™) (r) — h(r)| < &, dunque
4

/ A s) = Ba)P dA ) = [ P AA )+ [ I~ kP )

<14t —t") <eP(1+1)

da cui segue quanto voluto per 'arbitrarieta di € > 0. O
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Proposizione 3.2.5: Siano M, N due martingale locali continue e H, K due processi
misurabili, allora per ogni t € [0, +00] vale P-g.c. la disuguaglianza

[ avan ) [/ i >8FU;K3<1<N>SF

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che possiamo dimostrare ’asserto per H, K li-
mitati, in quanto poi il caso generale segue troncando ad un n € N e passando al limite
nella disuguaglianza usando il Teorema di Beppo Levi. Per il Lemma precedente possiamo
ridurci a considerare H e K della forma

H = Hfl]]_{o} -+ H(]]]-(O,tl] + ...+ anl:ﬂ-(tnfl,tn]
K= K—lﬂ-{O} + KUJ]-(O,tl] + ...+ Kn_l:ﬂ_(

tn—1,tn]"

con {0 =ty < t; < ... < t, = t} partizione finita di [0,¢], H_1, K_1 v.a. Fp-misurabili
limitate e H;, K; v.a. F¢,-misurabili limitate per ogni ¢ = 0,1, ...,n—1. Ricordiamo inoltre
che se fip7, vy € la misura (con segno) associata a (M, N), si ha che uy.(ar,ny) = llarn s
in particolare, dalla teoria delle misure con segno, vale p vy < I oyl = mvion,ny)
e possiamo prendere la densita J (che dipende da w € ) in modo che J sia a valori in
{—1,1}. Notiamo quindi che vale

t t
/ |Hs|| K| dVs((M,N)) = / HyJssgn(H Kg)Ksd(M, N)‘
0 0

possiamo di conseguenza provare la disuguaglianza

[nzaon]| [ xzam)]

Per comodita chiamiamo per s,t > 0. s <t

/HKdMN

per ottenere la tesi.

<M,N>Z = (M,N)— (M,N)
quindi vale
1 1
t t\2 t)?2
(M, N < (()e)? ((N)E)? Pegc.
Infatti P-q.c. la quantita (M) +2r(M, N). +7r2(N). = (M +tN, M +7N). & non negativa

per ogni r € R, dunque imponendo il discriminante di tale equazione di secondo grado < 0
otteniamo quanto voluto. Di conseguenza si ha

t
/ H,K,d(M,N)| <
0

< B V|
<l (0nf, ) (i)

1 1
n 5 n 5
(Cauchy-Schwarz) < (Z Hf(M)Z_1> <Z K12<N>Z_1>

che & quanto voluto. ]
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Corollario 3.2.6 (Disuguaglianza di Kunita-Watanabe): Siano M, N due martingale
locali continue e H, K due processi misurabili, allora vale la disuguaglianza

[ / e d<M>s] : [ / K2 d<N>S] :

con p,q > 1 due esponenti coniugati e t € [0, +00].

E [/0 |Hs|Ks|dvs<<M,N>>] <

Lr(P) La(P)

Dimostrazione. Basta prendere il valore atteso nella disuguaglianza della Proposizione
precedente ed usare poi la Disuguaglianza di Holder. O

Definizione 3.2.7: Sia M € H2, poniamo £%(M) lo spazio dei processi K t.c.

(1) K & progressivamente misurabile;
(2) E Ug K2 d(M)s} < 400 per ogni t > 0.

Inoltre poniamo L?(M) = £2(M)/ ~ con ~ la relazione d’equivalenza data dall’indistin-
guibilita tra processi.

Osservazione 3.2.8: Nel contesto della definizione precedente si ha K ~ K’ se e solo se
“+oo
E V (K, — K)?d(M),| =0.
0

Osservazione 3.2.9: Nel contesto della definizione precedente si ha & C L?(M).

Osservazione 3.2.10: Vale che £%(M) ¢ linearmente isomorfo a .%grog(Q X [0, 00), Foo ®

B([0,00)), Par) spazio delle funzioni misurabili di quadrato integrabile rispetto alla misura

+oo
PM(A):/Q/O La(w,s) d(M)s(w) dP(w) YA € Foo ® B([0, 0))

tramite la mappa K — ¢ con ¥ (w,s) = Ks(w). Osserviamo inoltre che ,SBIQ)rOg(]:Oo ®
B([0,00)), Pyr)/ ~ @ chiuso in L?(Fu ® B([0,00)), Par).

Corollario 3.2.11: Data M € H?, lo spazio L>(M) ¢ uno spazio di Hilbert con prodotto
scalare
+oo
(K, H)2p) = E [ K H, d<M>S] VK, H € L*(M)
0

che induce la norma

1
2

" K? d(M>s] VK € L*(M).

| K22y = E [ ;

Dimostrazione. Infatti || K| 2y = [¥kllz2(p,,), quindi isomorfismo dell’Osservazione

precedente & un’isometria lineare ed essendo L?(Foo®@B([0,00)), Par) completo e L2 . (Foo®

B([0,0)), Pys) chiuso in L?(Fs ® B([0,00)), Pys) si ha la completezza voluta. O
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Osservazione 3.2.12: Nel seguito dato un processo a variazione finita A chiameremo
¢
(K- Ay :/ KsdA;
0
con K processo per cui l'integrale abbia senso.

Siamo pronti per il Teorema principale della sezione.

Teorema 3.2.13 (Esistenza ed Unicita dell’integrale stocastico (di Itd) rispetto a martin-
gale in H?): Sia M € H?, per ogni K € L*(M) esiste un unico elemento di H2, denotato
con K- M, t.c.

(K-M,N)=K-(M,N) VYN eH2%

Dimostrazione. Vediamo prima l'unicita. Siano K - M, K - M € H% come da tesi, allora
per ogni N € H? si ha

(K-M—K-M,N)=(K-MN)— (K MN)
= K-(M,N)— K- (M,N)=0

e se prendiamo N = K - M — K - M otteniamo (K - M — ﬁ@ = 0 e quindi dalla
Proposizione 3.1.18 si ottiene K - M — K -M = (K - M)y — (K - M)y = 0.
Passiamo adesso all’esistenza. Fissati M € H? e K € L?(M), consideriamo L : H3 — R

t.c.
“+00

L(N)=E l Kyd(M, N)s] =E[(K-(M,N))s] VN € H2

0

che & continua perché per ogni N € Hg, usando la Disuguaglianza di Kunita-Watanabe
(Corollario 3.2.6), si ha

+o0
IMNHSE[; mamqmaNﬁ

+o00 % +oo %
< ([E K2 d(M)SD ([E V 1d<N>sD
0 0

oo 3
:@[O.QMM4>(HWMD

(NI

= 1Kl z2an) I N][32 < oo

Quindi dal il Teorema di Riesz per il duale topologico di uno spazio di Hilbert si ha che
esiste unico un K - M € H3 t.c.

L(N)=(N,K-M)2 VN € HZ.

Vediamo adesso 'ultima proprieta della tesi. Osserviamo preliminarmente che vale
I'uguaglianza
E [(K ’ <M7 N>>oo] =L [NOO(K ’ M)oo] VN € Hg7 (3'2)

infatti si ha
E[(K - (M,N))so] = L(N) = (N, K - M)y
=E[Noo(K - M) .
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Fissiamo ora N € H2 e vediamo che (K - M, N) = K - (M, N), ossia che (K - M)N — K -
(M,N) ¢ una martingala. Per farlo, usando il Teorema 2.7.1 d’arresto opzionale, basta
prendere un tda limitato 1" e verificare che

E[(K - M)rNr — (K - (M,N))r] = 0.

Osserviamo che se (7, )nen sono tda limitati t.c 7, > T per ogni n € N e 7, / 400, dal
Teorema 2.7.1 d’arresto opzionale segue

(K-M)p=E[(K-M),, | Fr] P-q.c. per ogni n € N

ma K - M € Hg, dunque in particolare (K - M),, — (K - M)o P-q.c. e |[(K - M), | <
sup;>q |(K-M);| € L*(P), quindi usando il Teorema di convergenza dominata condizionale
si ottiene

(K-M)r=E[(K -M)x|Fr] P-q.c. (3.3)

e quindi
E[(K - M)pNy] = E[NpE[(K - M)oo | Fr]
=E[E[Nr(K - M) | Frl]
= E[Np(K - M)
=E[NL(K - M)

(Eq. (32)) =E /Ooo K,d(M, NT>5}

:[E/ K,d(M,N)T
LJO

[ T
(Se A avar. fin. vale dA" =15 rjdA) =E / K, d(M, N)s] =E[(K-(M,N))r]
/0
che ¢ quanto voluto. O

Definizione 3.2.14: Data M € H? e dato K € L?*(M), definiamo 'integrale stocastico
(di Ité di K rispetto ad M il processo K - M dato dal Teorema precedente. Useremo anche
la seguente notazione "integrale”

t
(K-M)t:/ KodM, Vt e [0,+00).
0

Osservazione 3.2.15: Nel contesto della Definizione e del Teorema precedente, per
I'unicita si ha in particolare che K - M = K - (M — My).

Teorema 3.2.16 (Isometria di Itd): Sia M € H?. Lapplicazione
L*(M)> K+ K-McH}

¢ isometrica e verrd chiamata isometria di 1t0, in particolare per ogni t € [0, +o00| vale

E [(/OthdMs>2] =E MK?MM%].
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Dimostrazione. Osserviamo che
quindi usando l'associativita dell’integrale di Stieltjes si ottiene
(K - M) = K2 (M)
e di conseguenza
1K - M[fe = E[(K - M)o]
T s 2
=E [ ; K d<M>s] = Kz ary-

L’ultima uguaglianza della tesi segue quindi anche per ogni ¢ € [0, 00) sostituendo K con
K]]'[O,ﬂ . D

Corollario 3.2.17: Siano M € H?, (K,)nen C L*(M) ¢ K € L*(M). Se K,, — K in
L*(M) allora K, - M — K - M in H3.

Proposizione 3.2.18: Siano M € H?, K € L>(M) e H € L*(K - M), allora HK €
L?(M) e vale

(HK)-M = H - (K - M).
Dimostrazione. Come visto nella dimostrazione precedente vale (K - M) = K? .- (M),
dunque

E[(H2K?) - (M)

+o0
E [ HIKZ d(M >s]
0
(Ass. int. di Stieltjes) = [(H2 (K2 <M>))oo}

[(HQ (K M>)OO} = |H || z2xc-ary < +00

/= M

dunque HK € L*(M). Ora prendiamo N € H?, allora
(H-(K-M),N)=H-(K-M,N)
=H- -(K-(M,N))
(Ass. int. di Stieltjes) = (HK) - (M, N)
da cui segue per unicita dell’integrale stocastico che (HK)-M = H - (K - M). O

Proposizione 3.2.19: Sia M € H? e T tda, allora i) € L*(M) e vale
MT = ]]-[O,T] . M == ]]-[O,T) . M

Dimostrazione. Si ha

+oo
110,77/l L2(ar) = E [/0 1[20,T](3) d<M>s]

+oo
—F [ /0 1[0,T]<s>d<M>s]

<E[(M)oo] = | M|l — E [MF] < +o00
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ossia Ljg 7] € L?(M) e quindi anche Lio,7) € L?(M). Sia ora N € H?, abbiamo
<MT7N>8 = <M’ N)Z
sAT
- [ aprw),
0

a[me«Mwmzwm«MNm.

E lo stesso conto si puo fare anche con 1) in quanto la misura d{M, N)(w) non ha atomi
per ogni w € Q. O

Corollario 3.2.20: Siano M € H?, T tda e K € L*(M). Allora
(K- M) = (Kigq -M)=K-M"=K". M"

ossia per ogni s > 0

sAT s s s
/ K,dM, = / K17y (r) dM, = / K,dM! = / KTdm?.
0 0 0 0

Dimostrazione. Sia N € H2, allora usando la Proposizione precedente si ottiene

(K-MT Ny=K-(MT N)
=K - (Ljz) - M,N)
=K - (11 (M,N))
(Ass. int. di Stieltjes) = (K]l[()’T]) - (M, N)

da cui segue che (K1jg7)) M = K - MT. Inoltre

(K-M)T N)y= (K -M N)T
= (K -M,NT)
=K - (M, NT>
=K -(M",N)
(Come sopra) = (K1, T]) (M, N)

ossia (K1joq) - M = (K - M)T. O

3.2.2 Integrale di It6 rispetto a martingale locali continue

Osserviamo che un processo in H? ¢ una martingala continua Ul e quindi & in particolare
una martingala locale continua. Viene quindi naturale provare ad estendere 'integrale
stocastico ammettendo come integratore una qualsiasi martingala locale continua.

Definizione 3.2.21 (Gli spazi £2.(M) e L3 .(M)): Se M & una martingala locale
continua, chiameremo %2 (M) la famiglia dei processi K t.c.

(1) K ¢ progressivamente misurabile;
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. TTL 2 . .
n)n n b Y
(2) esistono tda (T},)nen con 1), 7 +o0 e t.c. K'n € £4(M) per ogni n € N, ossia

Ty
[E[ K2d(M)s| < 400 VYn €N,
0

Inoltre sara LE (M) = L2 .(M)/ ~.
Osservazione 3.2.22: La condizione (2) della Definizione precedente, grazie alla conti-
nuita assunta, € equivalente a

2) J}f K? d(M)s < +o0 P-q.c. per ogni t > 0.

Teorema 3.2.23 (Esistenza ed Unicita dell’integrale stocastico (di Itd) rispetto a mar-
tingale locali continue): Se M ¢é una martingala locale continua e K € L3 (M), allora
esiste unica una martingala locale continua K - M nulla in 0 e t.c. per ogni N martingala
locale continua

(K- M,N) =K - (M,N).

Dimostrazione. Vediamo prima 'unicita. Siano K - M, K - M martingale locali continue
come da tesi, allora per ogni N martingala locale continua vale

(KM~ FK-M,N)=(K-M,N)— (K -M,N)
= K- (M,N)— K- (M,N)=0

e se prendiamo N = K - M — K - M otteniamo (K - M — ﬁ@ = 0 e quindi dalla
Proposizione 3.1.18 si ottiene K - M — K- M= (K- M)y — (m)g =0.

Passiamo quindi all’esistenza. Possiamo supporre senza perdita di generalita My = 0,
in quanto K € L (M) se e solo se K € L2 (M — M) e se esistesse K - (M — Mp) come

da tesi allora potremmo porre K - M = K - (M — M) per ottenere la tesi, infatti se N &
una martingala locale continua vale (My, N) = 0, quindi

(K - (M — My),N) =K - (M — My,N) = K - (M,N).

Grazie alle ipotesi di possono trovare tda (7}, )nen con Ty, 400 t.c. MT» & martingala
limitata e K™ € L>(M) per ogni n € N. In particolare M € H? ¢ K™ € L>(M™) per
ogni n € N. Di conseguenza ¢ ben definito KT - M™n ¢ H% per ogni n € N. Osserviamo
adesso che preso n € N vale

ossia sono indistinguibili, quindi P-q.c. € ben definito il limite

(K-M); = lim (K. M),

n—-+4o0o

quindi a meno di un insieme di misura P-nulla abbiamo definito un processo K - M che
risulta essere adattato grazie alla P-completezza della filtrazione (non importa cosa fa
sull’insieme P-nullo dove il limite non esiste). Inoltre per costruzione il processo cosi
definito & t.c. per ogni n € N

(K- M) = K. M
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dunque ¢ una martingala locale continua. Rimane da provare che per ogni N martingala
locale continua vale
(K-M,N)=K-(M,N)

e per farlo osserviamo che basta mostrarlo per N martingala limitata, in quanto 1'ugua-
glianza in questione passa al limite (infatti vale quanto detto nel Corollario 3.1.25). Sia
quindi N martingala continua limitata, in particolare N € H? e per ogni m € N vale
(K -M,N)'™ = (K- M) N)
= (KTm . MTm N)
=K' . (M N)
=K' . (M,N)'™ = (K - (M,N))™

da cui segue quanto voluto per m — +o0. O

Proposizione 3.2.24: Sia M una martingala locale continua e sia K € &, K = K_11(o,+
Kol + -+ Kn-11(,_, 4, Allora per ognit >0, preso t,, = sup{t; | i =0,1,...,n —
1, t; <t}, vale
ny—1
(K-M)y =Y KM,
i=0

i+l i

My;) + K, (M — M,,)

Dimostrazione. Non ¢ difficile osservare che se L; = Z?;al Ki(My,,, — My,) + K, (M; —
My, ) per ogni t > 0 allora L & una martingala locale nulla in 0 e che presa N una
martingala locale continua e prese delle A partizioni finite di [0, c0) che contengono 0 =
to < t1 < ..<tp_1 <t, allora usando la definizione di (L, N) e possibile provare che vale

(L,N) =K - (M,N). Quindi L = K - M. 0

Proposizione 3.2.25: Se M ¢ una martingala locale continua e K € L? (M) allora per

loc
(/OtKSdMS>2] <E /Othd<M)31.

Dimostrazione. Grazie al Lemma di Fatou ed al Teorema di Beppo Levi basta dimostrare

ogni t € [0,4o00] vale

E

la disuguaglianza per t < +00. A questo punto la tesi segue facilmente dalla Proposizione
3.1.15 notando che (K - M) = K% . (M). O

Proposizione 3.2.26 (Associativita dell’integrale stocastico): Siano M martingala lo-
cale continua, K € L2 (M) e H € L? (K - M), allora HK € L? (M) e vale

loc loc loc

(HK)-M = H - (K - M).

Dimostrazione. Vale sempre, usando 'associativita dell’integrale di Stieltjes che (K- M) =
K? - (M), quindi preso t > 0 vale

A H3K§d<M>S]
0

(Ass. int. di Stieltjes)

F E[(H*K?)- (M)),]

[(H? - (K2 (M))),]
(2 (K- M) < o0

M= /M
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dunque HK € L% _(M). Ora prendiamo N una martingala locale continua, allora

(H-(K-M),N)=H- (K -M,N)
=H- (K- -(M,N))
(Ass. int. di Stieltjes) = (HK) - (M, N)

da cui segue per unicita dell’integrale stocastico che (HK)-M = H - (K - M). O

Proposizione 3.2.27: Sia M wuna martingala locale continua e T tda, allora Lo 1) €
L? (M) e vale

loc

MT — ]]'[O,T] . M — ]l[U,T) . M

Dimostrazione. Per ogni t > 0 si ha

E [/0 ]1[20,:@(5)(1<M>s] =L [/0 Tjo,7(8) d<M>s]
< E[(M)inr] < 400

ossia 1jg7) € L% (M) e quindi anche L) € L% (M). Sia ora N una martingala locale
continua, abbiamo

<MT7N>8 = <Ma N)Z
:/s/\T d<M’N>T
0

= [ 01 (r) A, N = (o (LN

E lo stesso conto si puo fare anche con 1y ;) in quanto la misura d(M, N)(w) non ha atomi
per ogni w € Q. O

Corollario 3.2.28: Siano M wuna martingala locale continua, T tda e K € L3 (M).
Allora

(K- M) = (Kigq -M)=K-M"
ossia per ogni s > 0

SAT s s
/ K,dM, = / Ky 1p.y(r) dM, = / K,dM?.
0 0 0

Dimostrazione. Sia N una martingala locale continua, allora usando la Proposizione pre-
cedente si ottiene

<KMT,N> :K<MT7N>
=K - (Ljp,- M, N)
=K - (L) (M, N))

(Ass. int. di Stieltjes) = (K 1o 7)) - (M, N)
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da cui segue che (K1 7)) - M = K - M”. Inoltre

(K -M)T N)=(K-M,N)
= (K-M,NT)
= K- (M, NT>
=K -(M",N)
(Come sopra) = (K1, T]) (M, N)

ossia (K1 1) - M = (K - M)T. O

3.2.3 1l caso del MB come integratore
Facciamo adesso un piccolo focus sul caso dell’integrazione rispetto ad un MB. Diamo
innanzitutto la seguente fondamentale definizione.
Definizione 3.2.29: Sia x € R%. Un processo B & detto (F;)-MB? che parte da x (std,
sex=0)se

(1) B & un MB? che parte da x;

(2) B ¢ adattato alla filtrazione (F;)¢>o;

(3) per ogni s > 0 il processo (Bi4+s — Bs)t>0 € indipendente da Fs.
Osservazione 3.2.30: Ovviamente la Definizione precedente ha perfettamente senso

anche quando Fy non ¢ P-completa. E un (F)-MB che parte da z & semplicemente un
MB che parte da x.

Osservazione 3.2.31: Se B ¢ un (F;)-MB std, allora B ¢ una martingala locale continua
(per ottenere la proprieta di martingala si usa la proprieta (3) della Definizione precedente e
si usano i tda deterministici 7;, = n per ottenere la limitatezza in L(P)) e se K € L% (B),

ossia
(1) K & progressivamente misurabile;
) fg K2?dB < +o0o P-q.c. per ogni t > 0;

allora & ben definito per ogni ¢t > 0 l'integrale (stocastico)

t
/ K,dB, = (K - B),.
0

Proposizione 3.2.32: Se B ¢é un (F;)-MB std, allora:
(1) se K € L? (B) allora K - B ¢ una martingala;

(2) se K é progressivamente misurabile e con

+oo
[E[ K2?ds| < 400
0

allora K - B € HZ.
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Dimostrazione. Prendiamo t,s > 0 con s <t e sia n € N, allora B™ ¢ una martingala in

H? ¢ K € L?*(B"), infatti
+oo

n
K2dB" = / K?dB; < o0 P-q.c.
0 0

dunque K - B" = (K - B)" € Hg, ossia & una martingala continua nulla in 0 (questo ci
da anche l'integrabilita in quanto per ¢ < n si ha (K - B); = (K - B)} = (K - B"); che ¢
integrabile). Di conseguenza per ogni n € N vale

E[(K - B)i' | Fs] = (K - B){
ma per n € N t.c. s <t < n siottiene

[E[(K'B)t|]:5]:(K'B)s

che ¢ la proprieta di martingala voluta.
L’ultima affermazione segue dalla Proposizione 3.1.40, osservando che (K - B) =
Jo K2 ds. O

Lemma 3.2.33: Sia B un (F;)-MB std e K € L2 (B), allora per ogni t > 0 vale

{/KdB [/K?ds].

Dimostrazione. Per ogni t > 0 il processo B* ¢ una martingala in H? ¢ K € L?*(B).
Inoltre (B'); = (B)! = s A t, quindi per I'Isometria di [t6 si ha

E [(/0thst>2 =[ [( 0+OostB§>2 I[E[/Othds].

Proposizione 3.2.34 (Integrale di Wiener): Se f € L%([0,00),L!) e B ¢ un (F;)-MB
std allora

O]

+0o0
/0 F(5)dBy ~ N (O, 1 f11220.00y.21)):

Dimostrazione. Per il Lemma precedente ed il fatto che f € L2([0,00),L!) si ha che
I'integrale nel’LHS della tesi & ben definito e finito P-q.c.. La tesi € banale per f una
funzione semplice, ma le funzioni semplici sono dense in L2([0,00), L) e se (fn)nen C
L3([0,00), L) & t.c. fn, — f in L2([0,00), £!) allora usando il Lemma precedente

|

dunque f n(s)dBs — f 5)dBs in L%(P) e la tesi segue per quanto noto sulla

2
<N fn = FIZ2(0.00).01) — O

+oo
/0 (fa(s) — £(5)) dBy)

convergenza d1 v.a. gaussiane. O
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Corollario 3.2.35: Sia f € L? (B) deterministica, allora f - B ¢ una martingala UI se

loc

e solo se f € L?([0,00),LY). In particolare se f € L*([0,00), L") allora f- B € H3.

Dimostrazione. Se f € L*([0,00), L") allora per la Proposizione precedente f - B € H3 ed
in particolare ¢ martingala Ul

Viceversa se f - B & martingala UI allora converge P-q.c. ed in L'(P) ad (f - B)oo €
LY(P), ma ogni (f - B); ¢ gaussiana di legge N (O, f(f f(s)? ds), dunque per quanto no-
to sulla convergenza di v.a. gaussiane si ha che la successione delle varianze converge
per t — 400 ad un numero reale che sara uguale a f0+oo f(s)?ds, cosa che conclude la
dimostrazione. O

3.2.4 Integrale di It6 rispetto a semimartingale continue

A questo punto facciamo 'ultimo passo e definiamo 'integrale stocastico rispetto a semi-
martingale continue.

Definizione 3.2.36 (Processo localmente limitato): Un processo K ¢ detto localmente
limitato se esistono tda (T}, )nen t.c. T, " +00 P-q.c. e per ogni n € N esiste Cy, > 0 per
il quale

|K™"| < C, P-q.c. per ogni n € N.

Osservazione 3.2.37: Ad esempio ogni processo continuo € localmente limitato.

Definizione 3.2.38 (Integrale stocastico (di Itd) rispetto a semimartingale continue): Se
X = M + A & una semimartingala continua e K & un processo stocastico progressivamente
misurabile e localmente limitato, poniamo

K- X=K -M+K-A.

Osservazione 3.2.39: Notare che la Definizione precedente ¢ ben posta, infatti grazie
alle ipotesi su K sono ben definiti entrambi gli integrali K - M (perché vale K € L2 (M))

loc
e K - A (grazie alla locale limitatezza).

Proposizione 3.2.40: Siano K, H due processi progressivamente misurabili e localmente
limitati, X = MX + AX e Y = MY + AY due semimartingale continue. Allora valgono:

(1) K- (X+Y)=K-X+K-Y;

(2) ( K+H) - X=K-X+H- -X;

(3) (KH) - X =K -(H-X);

(4) se a é una v.a. Fo-misurabile e limitata allora (oK) - X = o(K - X);

(5) (K- X)T' = (K1jq)) X =K- X" con T tda;

(6) K - X é semimartingala continua con decomposizione K - X = K -M + K - A;

(1) (K-X,H-Y)=(K-MX H-MY)=(KH) - (MX,MY) = (HK) - (X,Y).
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Dimostrazione. Facili verifiche, usando anche quanto dimostrato per 'integrale stocastico
rispetto a martingale locali continue. O

Osservazione 3.2.41 (NC): Data una (F;)-semimartingala continua X, tenendo a mente
quanto detto nell’Osservazione 3.1.33, si osserva che l'integrale stocastico di un processo
(Fi)-progressivamente misurabile non cambia se sostituiamo la filtrazione con un’altra per
la quale X ¢ sempre semimartingala continua e K & sempre progressivamente misurabile.
Quindi 'oggetto ”integrale stocastico” ha senso anche in caso, ad esempio, la filtrazione
considerata (F¢)¢>0 non ¢ completa (in quanto ¢ possibile rifarsi al completamento). In
generale pero 'integrale stocastico ¢ adattato si al completamento di (F¢);>p ma non ¢&
detto che lo sia rispetto anche a (F3)¢>o.

Osservazione 3.2.42 (NC): Usando quanto detto nell’Osservazione 3.1.34, osserviamo
che quando la filtrazione (f,?)tzo considerata non ¢ completa ma € continua a destra,
I'integrale stocastico di un processo (Fy)-progressivamente misurabile e localmente limi-
tato rispetto ad una (F?)-semimartingala continua pud essere preso allinterno della sua
classe di indistinguibilita in modo che non solo sia adattato al completamento della fil-
trazione considerata, ma lo sia rispetto alla filtrazione considerata (Fy)¢>o. In particolare
con questa scelta I'integrale stocastico in questione risulta essere una (F_)-semimartingala
continua.

Presentiamo adesso il fondamentale teorema di convergenza dominata stocastico.

Teorema 3.2.43 (di convergenza dominata stocastico): Sia X una semimartingala con-
tinua, (K™)pen una successione di processi progressivamente misurabili e K processo
progressivamente misurabile t.c. esistono tda (Ty)men t.c. Ty 7 +00 e per ogni m € N
esiste C, > 0 t.c.

(K™ < Cp, P-q.c. per ogni m,n € N.

Inoltre supponiamo che K™ — K puntualmente. Allora K™ - X — K*° - X uniforme-
mente su ogni intervallo limitato in probabilita, cioé per ognit > 0

P ( sup [(K" - X)s — (K- X),| > 5) —0
0<s<t

per n — 400 per ogni € > 0.

Dimostrazione. A meno di includere My in A possiamo supporre My = 0. Inoltre possiamo
assumere senza perdita di generalitd K°° = 0 (a meno di sostituire K" con K™ — K*°).
Fissiamo d,e > 0 e t > 0, per le ipotesi esiste un tda 7" ed una costante C' > 0 t.c. per
ogni n € N

(KM <C,
M7 sia una martingala continua limitata e P(T < t) < §. Osserviamo che su [0, 7] il

processo (K™ coincide con K™ per ogni n € N. Dimostriamo quindi che per ogni ¢ > 0

P ( sup [((K™)T - A),| > E) —0
0<s<t
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P < sup |((K™T - M)l > z—:) — 0

0<s<t

per n — +o0.
Dimostriamo prima la convergenza voluta per K™-A. Chiamando A, . = {supg<s<; [(K"
A)g| > €}, si ottiene

P <0s<ug (K™ - A)| > ) = P(Ape N {T < 1)) + P(Ane 0 {T > 1))

<§+P < sup |[((K™MT - AT) | > 5)
0<s<t

=d+o0(l) pern— +oo

infatti supg<,<; [(K™)T - AT);| — 0 puntualmente per n — +oo perché
t
sup |((K™)7 - AT)| < [ K| av,(4T) — 0
0<s<t 0

in cui, per l'ultima convergenza, abbiamo usato il Teorema di convergenza dominata (in
quanto |K)p| < C).

Dimostriamo adesso la convergenza voluta per K™ - M. In modo molto simile a quanto
fatto prima si ottiene

P ( sup (K™ - M),| >s) <5+P ( sup [((K™) - M) >a>
0<s<t 0<s<t

=0+P ( sup [(K™)T - MT),| > E)
0<s<t
quindi dobbiamo dimostrare
P < sup [((K™)T - MT),| > 5) =o(l) pern— +oo

0<s<t

e per farlo omettiamo T ad apice supponendo direttamente |[K"| < C' per ogni n € N
e M martingala continua limitata. Per dimostrare la convergenza in probabilita voluta
proveremo il seguente fatto ancor piu forte

sup(K, - M), — 0 in L*(P).
s>0

Notiamo che K™ € L?(M) per ogni n € N, infatti

“+o00
K™ 2m) = E Uo (K2)?d(M)s| < C’E[(M)o] = C?[|M [y < +o0

ed anzi K™ — 0 in L*(M), infatti K(w) — 0 per ogni s > 0 ed ogni w € Q, dunque
per il Teorema di convergenza dominata OJFOO(KQ)2 d(M)s; — 0 (in quanto per la Pro-
posizione 3.1.40 (M) é P-q.c. limitata, cosa che implica la finitezza P-q.c. della misura
d(M)), inoltre

[T wmran, < ctan. e )
0
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quindi ancora una volta usando il Teorema di convergenza dominata si ottiene
+o0 9
K™ |2y = E UO (K) d<M)31 — 0.

Ma allora per I'lsometria di Itd si ha anche che ||K™ - M|[y2 = ||[K"[|z2(p) — 0, quindi
usando una delle Disuguaglianze massimali di Doob (Teorema 2.4.3) si ottiene

1
2 1
[E[sup\(K”-M)SF] §2sup[E[(Kn‘M)ﬂ2
s>0 s>0

=2||K" - M|z — 0 per n — 400

che & quanto volevamo dimostrare. ]

Osservazione 3.2.44: Le ipotesi del Teorema precedente sono verificate se ad esempio
la successione (K™),cn € t.c. esiste un processo H non negativo e localmente limitato t.c.
|K™| < H uniformemente per ogni n € N.

Corollario 3.2.45: Siano K wun processo continuo, progressivamente misurabile e lo-

calmente limitato, X una semimartingala continua e t > 0. Sia inoltre (Ap)nen una

successione dz’ partizioni finite di [0,t] t.c. |A,| — 0. Allora, se per ogni n € N é
A, ={0= ) < t( Wel< t,(;;)}, vale

kn—1 t

P

> Bﬂmﬂjﬂw>“Xﬁmﬂ-—%l/‘K%dX%==(K“‘X%
=0 i i+1 i 0

per n — +00.

Dimostrazione. Definiamo per ogni n € N il processo

kn—1
Kl @«
E: (L o)

ed osserviamo che
kn—1

X)) = E: LB )(<n - X,m)

per ogni n € N. Per continuita si ha K™ — K puntalmente. Supponiamo K limitato,
allora usando il Teorema precedente si ottiene

(K™ X); = (K- X),

che equivale alla tesi. Se invece K non & limitato possiamo trovare una successione di
tda (S )men t.c. K5m & limitato per ogni m € N, allora anche ogni (K™)%™ & limitato e
quindi per il caso precedente si ha

(K™ X)%m = (™) . xS By g . xS0 = (K . X)%n

per ogni m € N mandando n — +o00. A questo punto la tesi nel caso generale si ottiene
mandando anche m — +oo. O



96 3.3. Formula di It6 ed Alcune Conseguenze

Osservazione 3.2.46: Osserviamo che nel Corollario precedente 1'ipotesi di continuita
di K ci e servita solo per assicurarci la convergenza puntuale delle K™ a K, quindi il
risultato rimane vero anche per K non continuo a patto di aver gia trovato e scelto una
successione di partizioni che ci garantiscano la suddetta convergenza.

3.3 Formula di 1t6 ed Alcune Conseguenze

Data una semimartingala continua X & possibile decomporla in X = Xo+ M + A con
My = Ap = 0. Inoltre se K & un processo progressivamente misurabile e localmente
limitato le seguenti scritture avranno lo stesso significato:

t
thXt:(K-X)t:/stXs vt > 0.
0

In particolare dX; = X; — Xp. Inoltre se Y e un’altra semimartingala continua sara
per convenzione dX;dY; = d(X,Y);. Le formule scritte con la scrittura piu a sinistra si
diranno scritte in forma differenziale.

Osservazione 3.3.1: Osserviamo che grazie all’associativita dell’integrale stocastico pro-
vata nella sezione precedente si ha

t
d (/ K dXS> = K:dX;.
0

Proposizione 3.3.2 (Integrazione per parti stocastica): Siano X eY due semimartingale
continue, allora vale per ognit >0

t t
XthZXoYoJr/ Xdeer/ Yo dXs 4+ (X, V)
0 0

che in forma differenziale diventa

dXY; = X dYy + Y, dX, + d(X,Y);.

(X+Y)2-Xx?

, . -Y? . ST
Dimostrazione. Essendo XY = 5 basta fare il caso X =Y, cioé dimostrare

che .
XE:X§+2/ XsdX, +(X), Vt>0.
0

Sia A ={0=ty) <ty <..<t,=1t}cont >0 una generica partizione finita di [0,¢],

allora .

S (X — Xy )? T (X)) = (M),

i=1
per [A| =0, con X = Xp+ M + A. Ma

n n

Z(Xti - Xti71)2 = Z[(Xt% - Xt2i,1) - 2Xti71(Xti - Xtifl)]
=1 =1

= ‘Xt2 - Xg - 2ZXti—l(Xti - Xti—l)
=1
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quindi considerando il processo

n
A
= Z Xty ]l(tiﬂ,ti]
=1

vale per continuita di X che HSA — X, puntualmente P-q.c. per ogni s > 0 per |A| — 0,
di conseguenza il Teorema 3.2.43 di convergenza dominata stocastico ci assicura che

n t t

P
§thi1(Xti—XtH):/ HA dX, —>/ X, dX,.
i=1 0 0

Mettendo insieme quanto detto si ottiene la tesi. ]

Osservazione 3.3.3: Se X =Y, usando la Proposizione precedente, si ottiene
t
X2 (X)) = 2/ X, dX,
0
ossia

/tX dX, = XP— (X
0 S S 2

quindi il calcolo integrale di Ito differisce (formalmente) da quello "classico” di Riemann
per mantenere la proprieta di martingala locale (o di martingala nel caso del MB).

Definizione 3.3.4: Un processo (X;)f;(l)d = (X?%)=bd & detto

e martingala locale vettoriale continua se per ogni ¢ = 1,...,d il processo X' & una

martingala locale continua;
o semimartingala vettoriale continua se per ogni ¢ = 1,...,d il processo X* ¢ una

semimartingala continua.

Osservazione 3.3.5: 1l caso d = 2 ci permette anche di parlare del caso complesso, cioe
ci permette di definire semimartingale continue complesse e martingale locali continue
complesse.

In quel che segue useremo la seguente notazione per a,b € R?

d
ab = Z aibi
=1
a®b= (aibj)i’jzl,m?d € RdXd
e per A, B € RIxk

d k
A:B =73 % [Ali;[Bli;.

i=111=1

Teorema 3.3.6 (Formula di 1t6): Siano Q C R? aperto, X = (X*)=14 una semimar-
tingala vettoriale continua a valori in Q e F € C*(Q). Allora F(X) = (F(Xt))t>0 ¢ una
semimartingala continua e per ogni t > 0 wvale

F(X;) = F(Xo) +Z/ Oy, F(X dX’+ Zﬁxﬂij( ) d(XE XY,

=1
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che in forma differenziale é
1

d d
=30, F(Xy) dX] +% > 00,00, F(Xy) d(X7, X7 ).
=1

,j=1

Dimostrazione. Dimostriamo prima I’enunciato nel caso di Q = R,

Passo 1. La formula vale per F(z) = z; per ogni i = 1,...,d e se vale per F' e G allora
vale anche per F' + G.

Passo 2. Se F,G € C%(R?) e wale la formula sia per F' che per F allora vale anche per
FG.

Vale

1

AF(Xy) = VF(X;) dX, + S Hp(Xp) : (dX, © dX,) = dMf + dAf
1

dG(X;) = VG(X,) dX, + S Ho(X)) : (X, @ dX)) = AME + dAY

con

dM/" = VF(X;) dM,
1
dAf = VF(Xy) dA; + S Hp(X,) : (dX, © dX))

ed analogamente per G in cui X = M 4+ A con M martingala locale vettoriale continua e
A processo vettoriale continuo con componenti a variazione finita. Quindi vale

d(FoX,FoY) =dM", M),
= VF(Xy)VG(X;) d(M),
= VF(X,)VG(X,) d(X),

e ricordando le identita

V(FG) = FVG + GVF
Hpg = FHg+ GHp + VF @ VG + VG ® VF

ed usando la Proposizione precedente, si ottiene

d(F(X)(G(Xy)) = F(X¢) dG(Xy) + G(Xy) dF(Xy) + d(F o X,G o X)y
= [F(Xy)VG(Xy) + G(Xy)VF(Xy)] dX,

+ %[F(Xt)Hg(Xt) + G(Xy)Hp(X) + 2(VF(Xy) ® VG(Xy)) : (dX; @ dXy)]

che & quanto voluto.

Passo 3. Concludiamo con un argomento di approssimazione.

Se (F,)nen C C?(£2) sono t.c. per ogni n € N per F, vale la tesi e F;, — F localmente
(sui compatti) uniformemente assieme anche alle derivate fino al secondo ordine, allora per
il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue e per il Teorema 3.2.43 di convergenza
dominata stocastico, la tesi vale anche per F'. Inoltre come & noto possiamo approssimare
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ogni funzione in C%((2), assieme alle sue derivate fino al secondo ordine, con una successione
di funzioni polinomiali su €2, per le quali la tesi vale per i punti precedenti.

Passo 4. Concludiamo la dimostrazione.

Ora consideriamo  C R? aperto qualsiasi. L’argomento di approssimazione usato
nel punto precedente non funziona con un dominio Q C R% aperto qualsiasi ma possiamo
utilizzare il caso precedente per concludere anche il caso generale. Sia per ogni n € N4

1
Q, {er | d(z, 0°) > n}

allora @ = U,ep, O € Qn C Q, C Q41 per ogni n € Ny. Per ogni n € Ny possiamo
trovare ¢, € C’OO([Rd) a valori in [0,1] t.c. ¢ =1su Q, e ¢, = 0su QF ;. Inoltre sia
F:R' 5 Rte. F=FsuQeF =0suQ- Quindi per ogni n € N definiamo

Fn:F80n+(1_90n)(F*90n) :Fépn‘i'(l_@n)(F*SDn)
in cui * indica il prodotto di convoluzione e definiamo anche i tda
T,=inf{t >0 | X; € Q¢ }.

Allora F,, = F su Q, e per le note proprieta del prodotto di convoluzione F,, € C?(R%).
In particolare possiamo applicare la tesi ad F), ed il processo X1» per ottenere

t 1 d o
F(Xiat,) = F(Xo) +Z / 02, F(Xopr,) dX! + 3 > 00,00, F(Xong,) (X", X7
0 i,j=1
ma X7» — X puntualmente per n — 400, quindi grazie al Teorema 3.2.43 di convergenza
dominata stocastico si ottiene facilmente la tesi. O

Osservazione 3.3.7: e Osserviamo anche che la Formula di It6 vale anche per fun-
zioni meno regolari sotto certe ipotesi. Per esempio se alcune componenti di X sono
a variazione finita, i processi di covariazione quadratica che li riguardano sono nulli,
quindi i rispettivi integrali di Stieltjes sono nulli e di conseguenza non ci importa del-
le derivate seconde corrispondenti, ossia possiamo richiedere che in tali componenti
(in cui X & a variazione finita) la funzione sia solo C*.

o Chiaramente ¢ banale estendere il risultato anche nel caso di F' a valori vettoriali
(ad esempio in C) applicando la Formula di Ité6 componente per componente.

Definizione 3.3.8 (Esponenziale stocastico di Doléans-Dade): Data una martingala lo-
cale continua M, definiamo il suo esponenziale stocastico di Doléans-Dade il processo (M)

t.c. perognit >0
1

E(M); = exp (Mt - 2<M>t> '

Corollario 3.3.9: Sia F : R x [0,00) — C t.c. 9,F,0,F,02F esistono continue e sia
M wuna martingala locale continua. Allora il processo F(M,(M)) é una martingala locale
continua complessa qualora Oy F + %8§F = 0. In particolare per ogni A € C il processo

EA(M)t = exp <)\Mt — )\22<M>t>

e una martingala locale continua complessa.
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Dimostrazione. Consideriamo la semimartingala vettoriale continua X = (M, (M)), es-
sendo (M) a variazione finita per 1’Osservazione precedente possiamo usatre la Formula
di It6 per scrivere

1
dF (M, (M);) = 0, F(Xy) dMy + 0y F(Xy) d(M), + 503F(Xt) d(M),
che, se vale 0y F + %6§F = 0, diventa
dF(X;) = 0, F(Xy) dM,

che ¢ una martingala locale continua.

Il caso F(z,y) = exp (/\:U — ’\2—2y) ci da anche 'ultima affermazione dell’enunciato. [

Osservazione 3.3.10: Nel contesto del Corollario precedente il caso A = 1 ci dice che
E(M) & una martingala locale continua.

Osservazione 3.3.11: Nella precedente dimostrazione abbiamo dimostrato, in partico-
lare, che

dE(M)y = E(M)y dM,

che & un primo esempio di "equazione differenziale stocastica”. In realtda £(M) & I'unica
(a meno di indistinguibilita) soluzione di tale equazione che al tempo ¢t = 0 sia uguale
a exp(Mp). Infatti sia X un secondo processo con Xy = exp(My) e che soddisfa dX; =
X dM;, allora X ¢ continuo (& un integrale stocastico) ed applicando la Formula di It6 a

S(i\(;l)t = X E(—M)iexp((M)¢) (F(z,y,z) = xyz), si ottiene

‘ <8()A(5>t> = XiE(—M); d (exp((M)¢)) + Xeexp({M);) d (E(—M),) +

+ E(—M)iexp((M), dX; + exp((M),) d (X, E(—M)),
= X4&(—M)exp((M))(d(M); — d{M )¢ + d(M); — d(M);) =0

da cui segue S(ﬁ)z = 1 P-q.c. per ogni t > 0 ossia X e £(M) sono uno modificazione
dell’altro, ma sono anche continui, quindi sono indistinguibili.

Corollario 3.3.12: Sia f € L?([0,00),%Y), B un (F;)-MB std e per ogni t > 0 sia
M, = fg f(s)dBs. Allora

S(M)t:exp</0 f(s)st—;/Of(s)zd:s) vVt >0

¢ una martingala in H2.

Dimostrazione. Vale dE(M); = E(M ). f(t) dBy, quindi
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quindi

0
+oo +oo
< exp (/0 f(r)? dr) /0 f(s)*ds < 400

quindi (£(M)) & UL, (M) = 1 € L*(P) P-q.c. e £(M) & una martingala locale continua,

dunque (per quanto provato nella Proposizione 3.1.40) si ha la tesi. O
Corollario 3.3.13: Siano B = (B")"=Y4 yn (F,)-MB? std e f € C*(R?x [0,00)), allora
vale

t 1 d
f(Be,t) = £(0,0) +Z/ Oy, f(Bs, s)dB! + /0 <8tf(BS,s)+228§if(Bs,s)> ds
=1

da cui segue in particolare che se per ognit > 0
t 1
Ml = 1B0) = [ (00f(Bos) 4 5AF(Bus)) ds
0

il processo MY ¢ una martingala locale continua.

Dimostrazione. Segue dalla Formula di Itd notando che d(B?, B7) = §; ; dt. O

Corollario 3.3.14: Siano B = (BY)=b uyn (F)-MB? std e f € C?(RY) armonica,
allora f(B) é una martingala locale continua.

Dimostrazione. Segue banalmente dal Corollario precedente. O

Lemma 3.3.15: Sia Y v.a. a valori in R? e £ una o-algebra. Se per ogni A € € vale
E [exp(iAY)14] = P(A)E [exp(iAY)] VA € R
allora Y ¢é indipendente da £.

Dimostrazione. Le ipotesi ci dicono che per ogni A € R? la v.a. exp(iAY) ¢ indipendente da
& e da questo segue la tesi. Infatti span (t — exp(i\Y) | A € fRd) ¢ denso uniformemente
in C.(R%; C), quindi ¢(Y) ¢ indipendente da & per ogni ¢ € C.(R%; C), infine ogni funzione
indicatrice di aperti di R? & limite monotono di funzioni in C.(R?), si ha quindi che 1 4(Y)
¢ indipendente da £ per ogni A aperto di R?, a questo punto usando il Teorema delle classi
monotone & possibile dire che 15(Y) ¢ indipendente da £ per ogni B € B(R?), che equivale
alla tesi. O
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Teorema 3.3.16 (Caratterizzazione del MB di Levy): Sia x € RY e sia X un processo
adattato a valori in R¢ t.c. P-q.c. Xo = x. Sono equivalenti:

(1) X ¢&un (F)-MB® che parte da x;

(2) X ¢ una martingala locale vettoriale continua e (X', X7) = &; jt per ognit > 0 ed
ogni i,7 =1,...,d;

(3) X ¢& una semimartingala vettoriale continua e per ogni fi, ..., fa € L*([0,00), £1), se
f=(f1,-, fa), il processo

) d t ) d t
& — exp (Z/ Hloaxi+y [ fj<s>2ds) W0
j=1 0 j=1 0

¢ una martingala continua e limitata a valori in C (nel senso che parte reale e
immaginaria sono martingale continue e limitate).

Dimostrazione. (1) = (2). Lo abbiamo gia visto.

(2) = (3). Se F: R x [0,00)¢ — C t.c.

F((x])? 17(%)3 1 —exp< Z%"’" Zy])

t d t d
= ilS ' ‘82 S
—F((/ fa()dX§>j:1,</o i(s) d>j:1>

e quindi, per una semplice generalizzazione del Corollario 3.3.9, il processo £ & una

allora

martingala locale continua complessa. Inoltre

|&f| = exp ( / ij )
+oo d
< exp Z fi(s)3ds | < 400
0 j=1

dunque & anche limitata.

(3) = (1). Siano s,t > 0, s < t, dobbiamo dimostrare che X; — X ~ N (0, (t — s)Idy) e
che ¢ indipendente da F,. Prendendo v € R? e fi(r) = vl (r) per j =1,...,d, quindi,
usando che £/ ¢ una martingala e che £ = 1 P-q.c., si ottiene

E[&714] = E[14] = P(4) VA€ R

e quindi per ogni A € F;

P(A) =E[&f14] = [exp( Zv] (X} — X7) ;Zd:v?(t—s)> 14

i=1

— Eexp(iv(X, — Xg))1a] exp <§Hv||2(t - s)>
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da cui segue che per ogni A € F;
. 1
F [exp(iv( X, — Xs))1a] = P(A) exp (—2||v\2(t - 3))
quindi scegliendo A = 2 si ottiene
Lo
Pxi-x, (v) = exp ( =5 [0l (t = s)

con ¢x,—_x, la funzione caratteristica di Xy — X, quindi si ha la legge voluta e dal Lemma
precedente si ha anche I'indipendenza cercata. ]

Corollario 3.3.17: Un processo X € una martingala locale continua nulla in 0 con
(X)e =1 per ognit >0 se e solo se X é un (F;)-MB std.

3.4 Disuguaglianze di Burkhdlder-Davis-Gundy

Iniziamo enunciando il teorema della sezione.

Teorema 3.4.1 (Disuguaglianze di Burkholder-Davis-Gundy (BDG)): Per ogni p €
(0,400) esistono due costanti c,,Cp, > 0 t.c. per ogni martingala locale continua M
nulla in 0

[N]4S]

oe [ank] <t [sup i
t>0

< C,F [<M>oo} .

Corollario 3.4.2: Per ogni p € (0,+00) esistono due costanti c,,Cp, > 0 t.c. per ogni
martingala locale continua M nulla in 0 e per ogni tda T

P
2

cplE [<M>T] <E lsup | My|P
t<T

< C)F [<M>§] .

Non dimostreremo completamente il teorema, mostreremo solamente la maggiorazione
per p > 2 (che & la disuguaglianza che viene maggiormente usata) e da questa seguira
anche la minorazione per p > 4.

Dimostrazione della maggiorazione per p > 2. A meno di stoppare adeguatamente M, ba-
sta mostrare il risultato per M martingala continua limitata. La funzione z — |z|P ¢ in
C?(R), dunque possiamo usare la Formula di Itd per ottenere

+o0 1 [T
Mol = [ B s M+ 5 [ e - DIMLP 2 a(aa).,
0 0

Di conseguenza, usando che il primo integrale ¢ una martingala, si arriva a

ez =22 Ve | [ aap-zan,

< p(p; Vg [(sup |Mt|p-2) <M>oo]

t>0
p(p—1)

(Cauchy-Schwarz) < 5

(M) ool o2
Lr/(r=2)(P)

sup | M [P~
>0
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dunque la disuguaglianza voluta segue da una delle Disuguaglianze massimali di Doob
(Teorema 2.4.3). O

Dimostrazione della minorazione per p > 4. Ancora una volta a meno di stoppare ade-
guatamente basta dimostrare il fatto per (M) martingala continua limitata. Dalla nota
disuguaglianza |a + b|P < ap(|z|P + |y|P) e dall’'uguaglianza

t
(M)t:Mt2—2/ MydM, Vt>0
0

segue che
+oo
Mg dM;

[NiS]

F [<M> +E

%
oo] < @) ([E Egg | My

ed applicando la maggiorazione provata nella precedente dimostrazione alla martingala
locale M - M si ottiene

0

p i ] +o0 i
E[n] <o (£ |suplar| +E M2a(M),
b = | 0
[ | P
Sa;/Q E |sup |[M;P| + E sup\MS\% (M)4
= | >0
i - 1
P 2
(Cauchy-Schwarz) < a;, 5 | E [sup |My[P| + [ E |sup |M[P| E [(M)go}
P | >0 ] >0

[ I

P 1
e se poniamo = = [E {<M>§o] ey=1L [SuPtzo ]MSH ? la disuguaglianza sopra si legge

2 2
7 — a;/Q:Uy - a;/Qy <0

2 ! / 2 s 3 . . . .
ma % — @y, Ty = @, Y° = 0 &, in x, 'equazione di una parabola con coefficiente di testa
positivo e con radici

gy J(0]0)2 ey ap k(e )+ da,
- 2 - 2

T+

che sono una positiva ed una negativa, quindi per renderla negativa x deve essere neces-

/ 7 P 7

ap/2t V (ap/2) +4ap/2
2

dunque la tesi segue con ¢, = b, L O

sariamente minore o uguale della radice positiva che ¢ b,y, con b, = ,
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Introduzione ai Processi di Markov

4.1 Processi di Markov

Nel seguito se (F, &) ¢ uno spazio misurabile chiameremo & la famiglia delle funzioni reali
&-misurabili non negative. Inoltre per indicare un processo stocastico (X¢)¢>0 useremo
ancora la notazione abbreviata X.

Definizione 4.1.1: Un nucleo di transizione N sullo spazio misurabile (E,&) & una
funzione N : E x & — [0, 4+0o0] t.c.

(1) per ogni x € E la mappa § 5 A+ N(x, A) & una misura;
(2) per ogni A € & la mappa E 3 x +— N(z,A) ¢ &-misurabile.

Se inoltre N(z, E) = 1 per ogni z € E N & detto nucleo markoviano, se invece N (z, E) < 1
per ogni x € E ¢ detto nucleo submarkoviano.

Osservazione 4.1.2: Ogni probabilita condizionale regolare su uno spazio di probabilita
(©, F,P) & un nucleo markoviano.

Osservazione 4.1.3: Dato un nucleo di transizione N sullo spazio misurabile (E,&) ed
x € FE,se fe&, sara

Ni@) = | ) aN@)
in cui dN (z;y) sta (e stara) a significare che l'integrale ¢ fatto rispetto alla misura N(z, -)
con y come variabile d’integrazione. Allora anche N f € § e quindi il nucleo N definisce

un operatore lineare N : 6§, — &,. In particolare se f = 14 con A € &4 allora N f(x) =
N(z,A).

105
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Inoltre se M & un secondo nucleo su (E, &) possiamo comporli ottenendo un operatore
lineare M N : 6, — &4 t.c. per ogni f € 64

MNf(z) = /E /E £(2) AN (y: 2) M (3 ).

Definizione 4.1.4 (Funzione di transizione): Una famiglia (Ps+)o<s<¢ di nuclei (sub)markoviani
di transizione su (E, &) & detta funzione di transizione (sub)markoviana (o anche solo fun-
zione di transizione quando & markoviana) se vale la condizione di Chapman-Kolmogorov

Pyo(a, A) = / Pop(y, A)dPoy(ziy) Vsrtel, s<r<t YAcE
E

che in forma operatoriale diventa Ps; = P, Ps ;.
Se inoltre per ogni s,t € I, s <t vale Ps; = Pyt allora (Ps4)o<s<: € detta funzione
di transizione (sub)markoviana omogenea ed in tal caso scriveremo P; al posto di Py ;.

Osservazione 4.1.5: Nel contesto della definizione precedente, data (P;)>o funzione di
transizione submarkoviana omogenea, la condizione di Chapman-Kolmogorov si legge

Py = PP, Vs,t>0

Definizione 4.1.6 (Processo di Markov): Siano (2, F,P, (F;)i>0) uno spazio di proba-
bilita filtrato, (Ps)o<s<¢ una funzione di transizione su (£, &), X un processo adattato a
valori in (F,&) e v una misura su (E,8). Se per ogni f € §, ed ogni s,t € I, s <t vale

E [f(Xt) |—7:s] = Ps,tF(Xs)

e (Xo)#P = v, diremo che X ¢ processo di Markov rispetto a (F);>0 con funzione di
transizione (Ps)o<s<¢ € distribuzione iniziale v.

Proposizione 4.1.7: Siano (Q, F,P) uno spazio di probabilita, X un processo a valori
in (E,8). Allora X ¢é di Markov rispetto alla sua filtrazione naturale se e solo se per ogni
feéy edognis,t>0,s <t vale

E[f(X0) | 7Y = ElF(x) | x4
Inoltre in tal caso la funzione di transizione é (Ps)o<s<t t.C.
Poif(x) =E[f(Xy)| Xs=2] VzekE
in cui nel RHS si intende quella funzione o(Xs)-misurabile gogt E = Rte E[f(Xy)]| XS] =
LX),

Dimostrazione. Semplici verifiche. O

Osservazione 4.1.8 (Processi gaussiani centrati di Markov): Siano (Q, F,P) uno spazio
di probabilita, X un processo a valori in R gaussiano centrato e I' : [0,00)?> — R la sua
funzione di covarianza. Supponiamo T'(s,s) # 0 per ogni s > 0. Vale che X é di Markov

rispetto alla sua filtrazione naturale se e solo se per ogni u,s,t >0, u < s < t, vale

D (u,) = er’zi(;’t).
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Supponiamo che valga la proprieta dell’enunciato sulla funzione di covarianza e dimo-
striamo che X e di Markov rispetto alla sua filtrazione naturale. Grazie alla Proposizione
4.1.7 basta provare che per ogni 0 < s < t ed ogni f € B(R); vale [E[ (X1) |.7:X] =

E[f(Xy)]| Xs]. Sia 6 =d(s,t) = F((S t% € R allora X; — 6 X, ¢ indipendente da F2X, quindi

E[f(X0) | FX] = E[£(X: - 6X, + 6X,) | F]
E[f(Xs —6Xs +62)],_x, = E[f(Xe) [ X].

Rimane soltanto da dimostrare (usando la nostra ipotesi) che effettivamente X; — 0.X; e
indipendente da Fs. Sia 0 < u < s, vale

E(X: —0Xs) Xy =T(u,t) —0T(u, s)
[(u, s)[(s,t)

(Ipotesi) = (I"(ss)7 — ol (u,8) =0

da cui l'indipendenza voluta.
Viceversa supponiamo X di Markov, allora necessariamente E [Xt | FX } =[E[X¢ | X,

inoltre E [Xt|]-"j( } =F {[E {Xﬂff} | FX } per la Proprieta della torre della speranza
condizionale, quindi

E[X: | X = E[E[X|X,] | FY]. (4.1)

Ma per ogni r < t vale

E[X:| X, ] =E[X; — 60X, + 06X, | X,] =X,

per § = 1“((: 3 t.c. Xy — 0X, ¢ indipendente da X,. Dunque applicando quanto ottenuto a
(4.1) si ottiene

da cui segue quanto voluto.

Proposizione 4.1.9: Un processo X a valori nello spazio misurabile (E,&) é di Markov
rispetto alla sua filtrazione naturale (F{<);>0 con funzione di transizione (Psi)o<s<t €
distribuzione iniziale v se e solo se per ogni 0 = tg < t1 < ... <ty ed ogni fo, f1, .., fx € E+
vale

k
[EL_HOfi(Xti)] - /E folao) /E fi(@r).. /E Jelen) APy, o (s 20) e APy, (205 1) dir(ao)

Dimostrazione. Sia X di Markov, dimostriamo quanto voluto per induzione su k. Per
k = 0 il risultato e banale, vediamo il passo induttivo:

k r k
E [H fi(Xti)] =E|E [H fi(X;) U'"tgflu
1=0 L 1=0
[k—1
=E ] fi(X0) MXMWXH

L:=0

[k—2
=L H fZ(th) (ftk_1(th—1)Rﬁk—17tkfk‘(th—1))1

L:=0
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da cui segue quanto voluto usando I'ipotesi induttiva.
Vediamo ora il viceversa. Sianog € 6,0 =ty <t; < ... <tp=s<te By, Bi,..., By €
&, vale

k
lH le Xt th)] =L [H 1p, (Xti)Ps,tg(Xs)
i=1
infatti per le ipotesi si ha

k
[E[H 15,(X4,)g th] / / / / x) dPs (s 2) APy, s(Tk—1;2k)... APy g, (w0; 1) dv ()
i=1 By J By By,
:/ / / Pig(xp) APy, s(xp—1;2k)... APy, (zo; 1) dv(zo)
Bo /B By,

k
=[E lH ]lBi(Xti)Ps,tg(XQ} .

i=1
Dunque se
F ={B €& |E[lpg(Xy)] = E[1pPs9(X)]}

questo ¢ chiaramente un A-sistema (facile verifica usando il Teorema di Beppo Levi) e per
quanto provato contiene il w-sistema

k
{ﬂ{XtieB,-}]keD\l, O=ty<t] <..<tp=s, Biengo,...,k}
=0

2, dunque per il Teorema delle classi monotone ¥ DO .7-"3X , da cui segue
E[g(X0) | FX| = Parg(X,). =

che genera FX

Nel seguito indicheremo con M;(FE,&) la famiglia delle misure di probabilita sullo
spazio misurabile (E,&).

Definizione 4.1.10 (Realizzazione di una funzione di transizione): Sia (P;;)o<s<¢ fun-
zione di transizione sullo spazio misurabile (E,§) e sia M C M;(E,&). 1l dato di

(Qw’ra (Jtt)t207 X, (PS,t)OSSStv (PIJ)I/EM)

con (€2, F) spazio misurabile, (F;);>o filtrazione, X processo stocastico (F;)-adattato e
P, probabilita su (€2, F) che rende X processo di Markov con funzione di transizione
(Pst)o<s<t € distribuzione iniziale v ¢ detto M-realizzazione di (Ps¢)o<s<t su (2, F). Use-
remo la notazione [, per indicare il valore atteso rispetto a P, e E; quando v = d, per
un x € F.

In quel che segue nella sezione (E, &) sara uno spazio polacco con E = B(E).

Teorema 4.1.11 (Esistenza della realizzazione canonica): Siano Q = El0>) F =
&®M0:) ¢ X processo delle coordinate/valutazioni. Siano inoltre (Pst)o<s<t una funzione
di transizione su (E,8) e v € My(E,&). Allora esiste un’unica probabilita P, su (2, F)
che rende X un processo di Markov rispetto alla sua filtrazione naturale con funzione di
transizione (Pst)o<s<t € distribuzione iniziale v.

In particolare se M C My(E,8) Loggetto (0, F, (Fi)i>0, X, (Pst)o<s<ts (Pu)vem) &
una M-realizzazione di (Ps;)o<s<t su (2, F) detta M-realizzazione canonica di (Ps)o<s<t-
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Dimostrazione. Definiamo la famiglia proiettiva di probabilita {P!:11In | n € N, tg,t1,....t, €
I} definita da

Plottatn(Ag x Ay x ... x Ayp) :/ / / AP, o (@n—1;2p)...dPo¢, (zo; x1) dv(zo)
Ao Al An

(facili verifiche), quindi si applica il Teorema 1.3.3 di estensione di Kolmogorov per ottenere
una probabilita P, che per la Proposizione precedente rende X processo di Markov con
funzione di transizione quella data e distribuzione iniziale v. O

D’ora in poi considereremo solamente funzioni di transizione omogenee (Py);>0 ed M
sara sempre un insieme M C M;(E, &), ad esempio M = {v}, {0, }rer, M1(E,E).
Sia Q = El0:2) ¢ F = §®[0.20) Per t > () sara 0; Voperatore di traslazione di t, cioe

(Z 0 0t)((ws)s>0) = Z((ws+t)s>0)-

Teorema 4.1.12 (Proprieta di Markov canonica): Supponiamo {;}.cp C M. Prendia-
mo la M-realizzazione canonica di (Py)i>0, (2, F, (Fi)i>0, X, (P)i>0, (Py)ver). Siano
ZeFi,t>0eveM, siha

B (200, FY| =Ex,[2] Puge

dove il RHS ¢ la composizione delle funzioni misurabili (ws)s>o — Xi((ws)s>0) € T +—

E. [Z].
Dimostrazione. Dobbiamo provare che per ogni I' € F{X vale
E,[(Zob)lr) =L, [Ex, [Z]1r].

Usiamo come al solito il Teorema delle classi monotone. Supponiamo intanto Z = 15 con
B =N 1{X:, € A;} con A; € & per ogni i = 1,...,n. Quanto voluto per I = ﬂ;?:l{Xt; €
A} con A € € per ogni j = 1,...,k e t’; <t per ogni j = 1, ..., k, segue dalla Proposizione
4.1.9. Ma la famiglia

Fp = {F eF ‘ t, [(]]-B o Ht)]lf‘] =L, [[EXt []]'B] ]lr]}

¢ un A-sistema, che per quanto detto e per il Teorema delle classi monotone contiene tutto
FiX. Dunque la tesi vale per Z = 1 con B della forma B = N/_;{X;, € A;} descritta
sopra. Adesso consideriamo la famiglia

F'={BeF|E, [15o0| F"| = Ex, [15]}

che ¢ sempre un A-sistema e contiene i B della forma detta sopra per quanto detto fino
ad ora, dunque ancora per il Teorema delle classi monotone F* > F e quindi la tesi vale
per le funzioni semplici F-misurabili e per approssimazione anche per ogni funzione in

T O
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4.2 Processi di Feller e processi a incrementi indipendenti e stazionari

Nel seguito dato uno spazio topologico F sara

Co(E) = {f € C(E) |Ve>0 3K. CFE compatto t.c. sup |f(z)| < 5}
zEKE

e lo muniremo dell’'usuale norma uniforme ||.|| .

Fissiamo F uno spazio topologico localmente compatto di Hausdorff a base numerabile
e denotiamo & = B(E).
4.2.1 Processi di Feller

Definizione 4.2.1 (Semigruppo di Feller): Un semigruppo di Feller su Cy(E) & una
famiglia (7})+>0 di operatori lineari continui positivi (cioe che se f > 0 su E allora T3 f > 0
su E) t.c.

(1) To =1Id e ||T|,, < 1 per ogni t > 0;

(2) Ts4t = TsT; per ogni s,t > 0;

(3) limpo [[T2f — fllo = 0 per ogni f € Co(E).
Proposizione 4.2.2: Se (T})i>0 € un semigruppo di Feller ed f € Co(E), la mappa
[0,00) 5t Ty f € Co(E)
é continua.

Dimostrazione. Siano s,t > 0, allora
ITif = Tsflloo = 1Ts(Tisf =
SN Tsllop 1 Te=sf = fllow — 0
per s /'t ed anche
1Tef = Tsflloo = N1 Te(To—tf — )l
< N Tillop 1 Ts—tf = fllow — 0

per s \t. O

Proposizione 4.2.3: Ad ogni semigruppo di Feller (1):>0 possiamo associare un’unica
funzione di transizione submarkoviana (P;)¢>o t.c. per ogni f € Co(E), ognit > 0 ed ogni
reFE

Tif(x) = Pif(z).

Dimostrazione. Segue dal Teorema di rappresentazione di Riesz-Markov, infatti per ogni
x € FE ed ogni t > 0 la mappa Cy(F) 3 f — Tyf(x) & un funzionale lineare continuo e
positivo, dunque esiste un’unica misura (positiva) finita P;(x,-) t.c. per ogni f € Co(FE)

T,f(x) = /E F(y) dPy(as y)
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e vale
Py(z, E) = [Ti[-)(2)]lop < [Ttllop < 1.

Vediamo che = — P;(z, A) & boreliana per ogni t > 0 ed ogni A € &, infatti per ogni
f € Co(E) la funzione z — T, f(x) = [ f(y) dP;(z;y) ¢ in Cy(E), dunque in particolare &
boreliana, dunque usando il teorema della classi monotone (e le proprieta topologiche di
FE per approssimare dal basso le funzioni indicatrici di aperti usando funzioni continue a
supporto compatto) si dimostra facilmente quanto voluto.

Manca solamente la condizione di Chapman-Kolmogorov. Dobbiamo vedere che per
ogni z € F, ogni A € § ed ogni s,t > 0 vale

Prosla,d) = [ Py A)aP:(wi9)

e questo vale perché per ogni f € Cy(FE)

P15+sf($) = Tt-i—sf(x) = Tthf(SC)

quindi usando ancora il Teorema delle classi monotone si conclude la dimostrazione. [

Definizione 4.2.4 (Funzione di transizione di Feller): Una funzione di transizione sub-
markoviana su E & detta di Feller se ¢ associata ad un semigruppo di Feller su Cy(E).

Definizione 4.2.5 (Risolvente di un semigruppo di Feller): Dato un semigruppo di Feller
(Tt)¢>0 su Co(E), il suo risolvente per p > 0 & quell’operatore U, : Cyo(E) — Co(E) t.c.
per ogni f € Cy(E) ed ogni z € E

+0o0
Upf(z) = /0 e PITyf (z) dt

Osservazione 4.2.6: Nel contesto della definizione precedente vediamo che U, f ¢ ben
definito per ogni f € Cy(E), infatti

lim Toir f () = I T T, f(2) = T f ()

per ogni x € E, dunque t — T;f(x) ¢ continua a destra (e quindi misurabile) per ogni
reE.

Osservazione 4.2.7: Sia (T})i>0 un semigruppo di Feller su Co(E). Allora per ogni
f € Co(E) vale che pU,f converge uniformemente ad f per p — +oo.
Infatti si ha

IpUpf — fll o = sup [pUp f(x) — f(x)]
zeER

+o0 ot
< sup /O pe T, f () — f(x)] dt

zelR
T=pt

P +00
= su e T ¢y dr
xeg’/o | Zf(@)—f(z)

+o0
< / e’
0

per p — +oo per il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue.

T%f—fHOO dr — 0



112 4.2. Processi di Feller e processi a incrementi indipendenti e stazionari

Proposizione 4.2.8: Una funzione di transizione submarkoviana (P;)i>o su E é di Feller
se e solo se

(1) Pif € Co(E) per ogni f € Co(E);
(2) limp o P f(x) = f(x) per ogni v € E ed ogni [ € Co(E).

Dimostrazione. (Facoltativo) Ovviamente se la funzione di transizione submarkoviana ¢ di
Feller allora valgono (1) e (2)
Vediamo il viceversa. Per (2) si ha Py = Id. Poi se f € Cy(F) con ||f|leo < 1 vale

HPtfuoo—sup\ / Fy)dPy(z3y \ < e sup P, B) < 1
TE

dunque ||Plop < 1. Se s,t > 0 vale P.ys = P, o Py per la condizione di Chapman-
Kolmogorov. Manca solo da far vedere che per ogni f € Cy(FE) vale |P,f — f|lcoc — 0 per
t — 0. Sia

A=A{f€Co(E) | [|P.f = fllo = 0 pert— 0}

dico che A & chiuso per convergenza uniforme, infatti se (fy,)nen C A € f,, — f uniforme-
mente allora

||Ptf_f”oo < HPt(f_fn)”oo+HPtfn_fn||oo+ an_fHoo < ||Ptfn_fn||oo+2||fn_fn”oo

che per t — 0 permette di scrivere

1P = flloo < 20fn — fllo

che tende a 0 per n — co. Dunque f € A. Adesso per ogni f € Cy(E) troviamo una
successione in A che vi converge uniformemente. Sia f € Cy(E), per p > 0 consideriamo
pUpf € Co(E) (la funzione U, f € Cy(E) € ben definita per (1) e (2) anche se, ad ora,
non stiamo lavorando necessariamente con un semigruppo di Feller) ed osserviamo che

pUpf € A, infatti (osservando che e "' PU,f = Upf — [, e PP, f(-) ds)

BU, () — Upf(z) = (e — 1)U, f(x) / =) P, () ds

0

dunque (essendo [pUp oo < [1£lloo
\PpUpf] — pUp fllso = Bl PUF] — UpFlloe
t
< (" — V)|pUpflloc +p /0 9] £l o ds

= (" = D[pUpfllso + (€™ = Dl fll
<2(e” = D[ flloc = 0

per t — 0. Dunque pU,f € A per ogni p > 0 e per qualsiasi (py)nen C (0,00) t.c.
pn /" 400, per I’Osservazione precedente, si ha che p,U,,f — f uniformemente per
n — +oo, dunque f € A. O

Definizione 4.2.9 (Processo di Feller): Un processo di Markov con funzione di transi-
zione di Feller ¢ detto processo di Feller.
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Considerando M C M (E, &) e (P;)¢>0 una funzione di transizione di Feller, presa una
M-realizzazione mediante un processo X & sempre possibile considerare X cadlag.

Teorema 4.2.10: Sia (2, F, (Ft)i>0, X, (Pr)e>0, (Pu)vem) una M-realizzazione della fun-
zione di transizione di Feller (P;)i>o su E. Allora il processo X ammette una modificazione
M-universale cadlag, cioé esiste un processo X su (QF) te. Xy = )Z't P,-q.c. per ogni
v e M perognit> 0.

Dimostrazione. Non trattata. O

Corollario 4.2.11: Ogni processo di Feller a valori in E ammette una modificazione

cadlag.

Definizione 4.2.12: Sia (P;);>0 una funzione di transizione di Feller. Una M-realizzazione
di (P;)¢>0 mediante un processo X sara detta M-realizzazione cadlag se X ¢ cadlag.

In particolare se E ¢ spazio polacco localmente compatto ed (2, F, (Ft)i>0, X, (P:)e>0, (Pu)vem)
¢ la M-realizzazione canonica di (P;)¢>0 chiameremo M -realizzazione canonica cadlag di
(Py)>0 il dato di (2, F, (]—"t)tzo,)z, (P)>0, (Py)vem) con X una qualsiasi modificazione
M-universale cadlag del processo delle coordinate.

In tutto quel che segue sara fissato uno spazio di probabilita (2, F,P).
Passiamo adesso a dimostrare un’importante legge 0-1.

Lemma 4.2.13: Sia X un processo di Feller rispetto alla sua filtrazione naturale o va-
lori in E cadlag con funzione di transizione (P;)i>o. Allora denotata con (]:tX’P)tzo la
filtrazione naturale di X completata rispetto a P, vale che (.Ff(’P)tzo e continua a destra.

Dimostrazione. (Facoltativo) Basta dimostrare che [E {Z|}"f(’P} = {Z|}"§’P] per ogni
Z € &4 per ogni t > 0. Usando come al solito il Teorema delle classi monotone ed il
fatto che un aperto di £ ammette un esaustione (crescente) in compatti (ed il Lemma di
Urysohn) basta dimostrare quanto voluto per Z = [[i; fi(Xy,) con {fi}i-; C Co(E) e
0 <t <ty <..<ty Osserviamo che essendo F;'* = o(FX UNp) con Np = {N €
F | P(N) =0} vale

E[2|FP] =t |2| FY] P (4.2)
dunque fissato t > 0, preso 7 < t in [0,00) e fissata f € Cy(FE), usando il fatto che X &

cadlag e di Markov (e la Proposizione 2.6.7), considerando una successione (t,)men t.c.
tm \ t, otteniamo

2
E[F(X) | FYF] = lim E[£(X) | 7]
= ’VLEI-{-IOO PT_tm f(Xtm)

(Conv. Dom.) = Pr_;f(X}) (452) 2 {f(XT) |]:tX’P]

che & quanto voluto con n = 1 (se 7 < ¢ l'uguaglianza & banale in quanto in tal caso
f(X;)e .7-"tX ’P—misurabile). Adesso dimostriamo il caso di n € N qualsiasi per induzione.
Manteniamo le notazioni introdotte all’inizio della dimostrazione. Se t > t, allora Z ¢
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]:tX P _misurabile e I'uguaglianza voluta ¢ banale. Supponiamo invece ¢t < t,, allora esiste
ke{2,..,n} tc. ty_1 <t <tx, quindi ponendo Z' = Hf:_f fi(X4,) si ha

EPU?W=H%HM&MEV1
i—=k

(Ip. induttiva) = Z'E lﬁ fi(Xe,) |-7:tX’P]
i=k

—F [Z|ftX’P}

da cui la tesi. ]

Teorema 4.2.14 (Legge 0-1 di Blumenthal): Sia X un processo di Feller rispetto alla
sua filtrazione naturale a valori in E cadlag con distribuzione iniziale 6, per un qualche
x € E. Allora per ogni A € F3% vale P(A) € {0,1}.

Dimostrazione. Essendo P(Xog = x) = 1 la o-algebra F¥ = 0(X() contiene solamente
eventi di probabilita 0 o 1. Prendiamo ]—'g( ’P, allora per il Lemma precedente fgi -
fgip = .7:5(’1), ma }"5(’}) =o(Ff U{A € F | P(A) = 0}) quindi segue facilmente quanto
voluto. O

Adesso passiamo allo studio del generatore infinitesimale di un semigruppo di Feller,
la cui definizione ¢ la seguente.

Definizione 4.2.15 (Generatore infinitesimale): Dato un semigruppo di Feller (7}):>0
su Co(E), diciamo che una f € Cy(E) appartiene al dominio del generatore infinitesimale
di (1})+>0 se esiste una funzione Af € Cyo(F) t.c.
T f —
% — Af uniformemente per ¢\, 0

chiamiamo tale dominio D4. L’operatore lineare A : Dy — Co(F) cosi definito ¢ detto
generatore infinitesimale di (T})¢>0.

Osservazione 4.2.16: Nel seguito per generatore infinitesimale di un processo di Fel-
ler intenderemo ovviamente il generatore infinitesimale del semigruppo di Feller ad esso
associato.

Nella Proposizione 4.2.2 si ¢ provato che la mappa [0,00) > t — T,f € Co(F) ¢
continua, adesso con la nozione di generatore infinitesimale possiamo spingerci ancora
oltre dimostrando che ¢ in realta differenziabile nel senso di Frechét.

Teorema 4.2.17: Sia (T})i>0 un semigruppo di Feller e f € Da. Allora [0,00) > t
T.f € Co(E) é differenziabile nel senso di Frechét (rispetto alla topologia della norma
uniforme) con derivata di Frechét

4T = AT =TT, (4.3)

Le equazioni in (4.4) sono chiamate equazioni di Kolmogorov.
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In particolare per ogni x € E la mappa [0,00) 2 t — Tyf(x) € R é derivabile con
derivata

9T 1 (@) = AT () = TLAT (). (44)
Dimostrazione. Per tutta la dimostrazione sara h > 0. Per definizione si ha
WS ] o
h o0
per h \, 0 e quindi
Livnf —Thf Tnf—f

—TtAfH < T,
o0

’ ) D _Awm_%o

ed inoltre 'equazione sopra ci dice anche che AT;f = T;Af. Quindi ¢t — T;f ammette
derivata di Frechét da destra uguale a Ty Af = AT, f. Vediamo che la funzione considerata
ammette derivata anche da sinistra uguale a quella destra appena trovata

Ty f =T Tif =T
=Tl g < | B i ag| e imaas - Tl
T —
< Tallo | 2L = a7+ 1Tndr - Tifll — 0

per h ™\, 0, in cui si & usata la Proposizione 4.2.2 (ed il fatto che ||T3_p[,, < 1).

L’ultima affermazione segue dal fatto che [0,00) 3 t — T f(x) € R ¢ la composizione
di [0,00) 5t — Tif € Co(F) e della valutazione in z val,, ossia T;f(z) = (val, o T. f)(t)
che per quanto noto sul calcolo differenziale (di Frechét) ha derivata (valx o %T. fl@) =

4T, f (). O

Corollario 4.2.18: Sia (T3)¢>0 un semigruppo di Feller e f € Dy. Allora per ogniz € E
vale

Pif(z) = f(x) +/O AT, f(z)ds = f(x) —l—/o T Af(z)ds. (4.5)

Inoltre se D C D é un sottospazio lineare e B : D — Cy(E) é un operatore lineare che
soddisfa (4.5) per ogni f € D allora necessariamente B = A su D.

Dimostrazione. La prima affermazione € conseguenza immediata del Teorema precedente.
Vediamo il secondo fatto di unicita. Sia f € D C Dy, allora

|-
t

per t N\, 0, in cui nell’'ultima convergenza si ¢ usato che (T3)¢>0 ¢ un semigruppo di Feller.
Quindi Bf = Af per ogni f € D. O

af] -

1 t
tA(ﬂBf—Bﬂdsm

< sup |[(TsBf = Bf)ll — 0
0<s<t

Teorema 4.2.19: Fissiamo una filtrazione (Fi)i>0. Sia X un processo di Feller a valori
in B, cadlag, con funzione di transizione (P;)i>0 e generatore infinitesimale A. Allora per
ogni f € Dy il processo M7 definito da

MJ = f(X,) - /0 Af(X,) ds

e una martingala.
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Dimostrazione. Chiaramente ¢ adattato ed & semplice verificare che ¢ integrabile (f e Af
sono limitate), dunque dimostriamo la proprieta di martingala. Consideriamo s,¢ > 0,
s < t, allora per ogni I' € F; vale

Efir(M; — M) = E[1p(f(Xe) — f(Xs))] - E [ﬂr /t Af(Xr) d?“]

S

= El10(/(X) ~ 18] - [ Eliraf(6)] ar
= E1E () ~ 00 | 7] - [ EArE[A£06) | 7] ar
=E[1p(P—sf(Xs) — f(Xs))] — /t ElipP_sAf(Xs)dr]

— E[p(Ps f(Xs) — F(Xs))] - /0 E[p P Af(X,) dul

—F [ﬂp (Pt_sf(XS) _ (X)) — /0 h ;itpuf(xs)dsﬂ —0

da cui segue la proprieta di martingala per definizione di speranza condizionale. ]

4.2.2 Processi Fortemente di Markov

In tutta la sezione E sara uno spazio localmente compatto di Hausdorff a base numerabile
e & =DB(E).

Definizione 4.2.20 (Processo fortemente di Markov): Sia (€2, F, (F¢)¢>0, P) uno spazio
di probabilita filtrato. Diremo che un processo X a valori in E ¢ fortemente di Markov
con funzione di transizione (Ps,t)OS s<¢ € distribuzione iniziale v se per ogni 1" tda P-q.c.
finito ed ogni f € &, vale

E[f(X7yt) | Fros] = Psif(Xrys) VO<s<t

e (XQ)#P = V.

Lemma 4.2.21: Flissiamo uno spazio di probabilita filtrato (Q, F, (Ft)t>0, P) e X proces-
so stocastico a valori in E. Vale che X é fortemente di Markov con funzione di transizione
(P)e>0 e distribuzione iniziale v se e solo se per ogni f € &4, ognit > 0 ed ogni T tda
limitato vale

E[f(Xrie) | Fr] = P f(X7) (4.6)
e (Xo)xP =v.
Dimostrazione. (Facoltativo) Dimostriamo I'implicazione non ovvia. Supponiamo che valga

(4.6) per ogni f € &, ogni T tda limitato ed ogni ¢ > 0 e prendiamo S tda finito.
Prendiamo s,t > 0, s <t e consideriamo per ogni C > 0 il tda limitato

cc=CANS+s
allora, presa f € 64, per le ipotesi vale

E [f(XUc-‘rt—s) ‘fac] = Pt—sf(XUc)
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ma su {S < C} vale
E[f(Xstt) | Fsts] = E[f(Xoott—s) | Foo]
(sono entrambi una versione di E [f(Xg+¢) | Fs N {S < C}]), dunque
Lis<oyE[f (Xse) [ Fss] = Lis<oy B [f (Xoo+t—s) [ Foo] = Lis<coy Pr(Xoe)

quindi prendendo C' = n e passando al limite per n — +00 si ottiene la tesi. O

Teorema 4.2.22: Un processo di Feller cadlag é fortemente di Markov.

Dimostrazione. Non trattata O

Teorema 4.2.23 (Proprieta di Markov forte canonica): Supponiamo E spazio polacco
localmente compatto. Sia (Q, F,(FX)i>0, X, (P)i=0, (Pu)vem) una M-realizzazione ca-
nonica cadlag della funzione di transizione di Feller (Pi)i>o. Allora se Z € Fy, T é
(F{X)-tda finito e v € M wvale

E,[Zo0r | Ff| =g [2] Poge.
in cui il RHS ¢ la solita composizione di Xt e x — E, [Z].

Dimostrazione. Fissiamo v € M. Sia T (F/¥)-tda finito, se T' assume solo numerabili
valori S C [0,00), la tesi segue facilmente, infatti per ogni Z € F

E, [Z o Or | f;ﬂ =Y E [Z 0 Oslir—g Ist]
SES

=Y B |Z00, | FY | 1rmy

seS
= Z [EXs [Z] ]]-{T:s} = [EXT [Z} :
SES
Mostriamo ora la tesi per Z = [[i=; f(Xy,) con fi,....fn € Co(E) e 0 < t; < ... < tp.

Osserviamo che da questo segue la tesi generale, infatti per le proprieta topologiche di FE
ed il Lemma di Urysohn ogni indicatrice di aperti di F si approssima in modo monotono
dal crescente da funzioni in C.(E) C Cy(E), quindi usando il Teorema di Beppo Levi
condizionale si ottiene la tesi per Z della forma Z = [~ 14,(Xy,) = ]lﬂle (X, €4;) OB
Ay, ..., A, apertidi E, poi con il Teorema delle classi monotone si arriva a dimostrare la tesi
per Z = 1 con B € F qualsiasi, quindi per Z v.a. semplice e per approssimazione, usando
ancora il Teorema di Beppo Levi condizionale, per Z € F,. Sia quindi Z = [];—; f(Xy,)
con fi,...,fn € Co(E) e 0 <t < ... < ty, approssimando 7" dall’alto in modo monotono
con (T},)nen successione di (F;¥)-tda semplici si ottiene

E,[Zo O, |‘7:Tk] = [EXTk [H f(th)‘|
=1
= / / / Jn(@n) APy, —t,_ (Tn—1; 2n)... fo(2) APy, (w23 21) f1(21) APy (X5 21)
EJE E

= Ftlr--vtn (XTk)
flr“»fn
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con Fyy,..1, € Co(E) perché (P;)i>o ¢ di Feller, quindi per k — +o00 si ha
flu"'?fn

Ftl,---7tn (XTk) — Ftlv---vtn (XT)
flv""fn flv-“vf’n
mentre il LHS converge a £, [Z o 07 | Fr] per il Teorema di convergenza dominata condi-
zionale con filtrazione (Teorema 2.6.7). O

4.2.3 Processi a Incrementi Indipendenti e Stazionari

Proposizione 4.2.24: Fissiamo uno spazio di probabilitd filtrato (0, F, (Fi)e>0, P) e sia
X un processo a valori in R, (F})-adattato, a incrementi indipendenti e stazionari. Allora,
per ogni T tda finito, il processo X..p — Xp € (Fri¢)-adattato, indipendente da Fr ed ha
la stessa legge di X — Xj.

In particolare X é fortemente di Markov con funzione di transizione (P;)i>o data da

P ) = [ tala+ ) dn(y)

in cui vy ¢ la legge di Xy — Xo, per ognit >0, ogni x € R? ed ogni A € B(R?).

Dimostrazione. Sia T tda finito e (T}, )nen tda semplici t.c. T, N\ T. Per ogni n € N
denotiamo con D,, I'immagine di 7T,,. Sara X} = X, 7 — X; per ogni ¢ > 0. Siano
0<t <..<tpconmeN,, allora per ogni A € Fr ed ogni ¢ : (R1)™ — R continua e
limitata vale

E [0(X},, X7, )14] = E[@(Xr4t, — X1, X1, — X1)14]

= lE llm ¢(XT +t1 T XTn? "'XTn+t7n - XTn)]]‘A

n——+oo

= nllgloo Z E [ (Xnrty — Xiey o Xbgt,, — Xk:)]lAm{Tn:k}}

= ngrfoo Z E [ P(Xkrty — Xy oo Xty — Xie) | Fi] ﬂAﬂ{Tnzk}}

(incr. indip.) = ngglw% Flo(Xpse, — Xiy o Xnae,, — Xp)] P(AN{T, = k})

(incr. staz.) = E[p(Xy, — Xo, ... Xy, — X0)]|P(A)

dunque per A = ) si ottiene che la legge di X™* & la stessa di X — X. Inoltre per A € Fr
qualsiasi si ottiene I'indipendenza voluta.
Vediamo ora 1'ultima parte dell’enunciato. Sia t > 0 ed f € B(R?),, vale

Elf(Xr +1t) | Fr] = E[f (X1t — Xi + X7) | Fr]

[
(incr. indip.) = E[f(X74¢ — Xt +x)]|z=XT
(per quanto detto sopra) = E [f(X; — Xo + x)]loc:XT
g [y + Xr)d(y) = P f(Xr)

che ¢ la proprieta di Markov forte voluta. ]
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Definizione 4.2.25 (Semigruppo di convoluzione): Una famiglia (p);>0 di misure di
probabilita su R? & detta semigruppo di convoluzione se

(1) po = do;
(2) pu — 6o vagamente per t \ 0;
(3) t * s = prs4t per ogni s,t > 0.

Proposizione 4.2.26: Sia (j1t)i>0 Su R un semigruppo di convoluzione, definendo per
ognit >0, ogni A € B(RY) ed ogni x € RY

P A) = [ 1aa+9)du(y) = (4~ )

si ha che (P)i>o forma una funzione di transizione di Feller su RY con semigruppo di
Feller dato da

Puf(@) = [t n)duly)
per ogni © € R? ed ogni f € Co(R?).

Dimostrazione. Che ogni P; sia un nucleo markoviano & una facile verifica. Vediamo la
condizione di Chapman-Kolmogorov. Siano s, > 0, z € R e A € B(R?), per definizione

Pyii(z, A) = pse(A — z)

ma fisi¢ = s * fit, dunque

Poit(x, A) = (ps * i) (A — x) = /d pe(Az —y) dus(y) = (PsP)(x, A).

R

Dunque (P;)>0 ¢ una funzione di transizione, vediamo che ¢ di Feller usando la Proposi-
zione 4.2.8:

(1) se f € Cy(R?) allora ¢ limitata e, preso t > 0, il Teorema di convergenza dominata,
di Lebesgue ci permette di concludere sia che Pif € C(R?), sia che |P.f(z)| — 0 per
|lz|| — 0, ossia che P, f € Cp(RY);

(2) se f € Co(RY) ed z € R? allora Pif(z) — f(x) per t /0 in quanto pu; — &g
vagamente.

O

Vediamo adesso un’importantissima classe di processi ad incrementi indipendenti e
stazionari che risultano essere anche processi di Feller.

Definizione 4.2.27 (Processo di Levy): Un processo di Lévy ¢ un processo X a valori
in R?

(1) a incrementi indipendenti e stazionari;
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(2) continuo a destra in probabilita, cioé per ogni € > 0 e t > 0 vale
P (’XtJrh — Xt’ > 8) —0
per h N\, 0.

Teorema 4.2.28: Fissiamo uno spazio di probabilita filtrato (2, F, (Ft)i>0, P). Un pro-
cesso di Lévy adattato X é di Feller con funzione di transizione (P;)i>o data da

Pi(z,A) = /Rd La(z +y)du(y),

in cui g ¢ la legge di Xy — Xo, per ognit >0, ogni x € R? ed ogni A € B(R?).

Dimostrazione. (Facoltativo) Sappiamo che X e di Markov con funzione di transizione
quella data per la Proposizione 4.2.24. Osserviamo che (u)¢>0 forma un semigruppo
di convoluzione, infatti

(1) po @ la legge di 0, che & d;
(2) se f € Co(R?), allora
[, 1)l = £0)| = [ELF(X: = X)) - £(0)
< E[[f(Xe — Xo) = f(0)]] — 0

per t N\, 0 grazie il Teorema di convergenza di Vitali in quanto X; LN Xo, quindi
per continuita f(X; — Xo) £, f(0) ed f & limitata;

(3) pys € lalegge di Xyps — Xo = (Xigs — Xs) + (Xs — Xp), ma Xyys — X e Xs — X
sono indipendenti, dunque per quanto noto sulla legge della somma di due v.a.

indipendenti si ha py4s = pg * ps;

dunque si ha la tesi per la Proposizione 4.2.26. ]

Corollario 4.2.29: Sia (0, F, (F:)e>0, P) uno spazio di probabilita filtrato e sia x € R.
Un (F)-MB che parte da x € un processo di Feller con distribuzione iniziale d, e funzione
di transizione (P;)i>0 data da

1 y2 1 (y—2)2
“2t dy = - t d
— /Rdf(z+y)62 y= /[Rdf(y)e 7 dy

per ogni z € R? ed ogni f € B(R?) .

Pif(z) =

4.3 Applicazioni al MB

Nel seguito saranno fissati € R, uno spazio di probabilita filtrato (2, F, (F¢)i>0,P) e B
un (F;)-MB che parte da z, inoltre preso a > 0 sara

T, =inf{t >0 | By > a} =inf{t >0 | B; = a}
che ¢ un (F;)-tda, mentre per ¢ > 0 sara

Sy = max B
s<t

detto massimo viaggiante di B.
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Lemma 4.3.1: Presot >0 si ha P(S; > z) = 1, dunque
P <maXBs > x,min By < l’) =1.
s<t s<t

Dimostrazione. Basta dimostrare che P(A) =1 in cui

A= {8 >=}

neN
e per farlo, grazie alla Legge 0-1 di Blumenthal (Teorema 4.2.14), basta dimostrare che
P(A) >0, infatti A = U,> {Sl > ZL‘} per ogni N € N, dunque A € fofi. Ora osserviamo
che

P(S%>x)ZP(B%>x):%

e che P (S; > x) N, P(4). Quindi P(A) > % Per ’enunciato col minimo basta
considerare —B (che & un (F;)-MB che parte da —x) al posto di B per ottenere

P (min Bs < a:) =P (max(—Bs) > —x) =1.
s<t s<t

Proposizione 4.3.2: Vale che

. Bt . . Bt
P (limsup — = —i—oo) =P (hmmf = —oo) =1.
(Hmp Vi 140 1/

In particolare per ogni a > 0 wvale che T, é un (F;)-tda P-q.c. finito e P-q.c. B non

ammette limite per t — +o00.

Dimostrazione. Osserviamo che preso R > 0 e definito il MB std W; = tB;-1 con t > 0,
vale

B B,

P (lim Sup —% > R) >P (lim sup —— > R) =P (lim sup vnW,,-1 > R)
t——+o0 ﬁ n—+o0o \/ﬁ n—-+o0o

in cui nel’RHS si intende n € N, ma

A= {lim sup vnW,,—1 > R} = limsup {v/nW,-1 > R}
+

n——+o0o n——+oo

= N U {VmW,,- > R} € 7Y

neENy m>n

in quanto se Ap, = U5, {v/mW,,-1 > R} siha che A, \  Aed A, € F}V, definitivamente
in n € Ny per ogni k € Ny, dunque A € ]-',?fl per ogni k € Ny (perché A =(,>y An per
ogni N € Ny). Quindi per la Proposizione 4.2.14 (Legge 0-1 di Blumenthal)

B
P {limsu n>R> € {0,1

dunque si ottiene

By By,
. Dn > =
P (l;miup NG > R> nhr—E P (\/ﬁ > R>

=P (B >R)>0
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. AN 9 e 9.
in cui si & usato che B—’;L = Bi. Quindi

B
P (limsupt > R> =1.
t——+o00 \/i

Dunque passando al limite per R — +oo otteniamo P (lim SUD; s 1 0o % = —I—OO) =1led

applicando questo a —B (che ¢ (F;)-MB che parte da —z) otteniamo anche P (lim inf; 400 % = —oo) =
1.

Corollario 4.3.3: Sia Z = {t > 0| B; = z}, allora P-q.c. Z é chiuso, senza punti isolati
ed dllimitato. Inoltre P-q.c. LY(Z) =0, quindi in particolare ha parte interna vuota.

Dimostrazione. La chiusura segue dalla continuita delle traiettorie del MB. Inoltre vale
+oo
E[c'(2)] =t V 14(t) dt]
0
“+o0
= / El1z(t)] dt
0

+00
:/ P(B,=z)dt =0.
0
Vediamo l'illimitatezza. Chiaramente vale
P (Z & limitato) <P (In €N Vs >t |Bs —z| > 0)
< ZP(VSZn |Bs — x| > 0)

neN
e per ogni n € N si ha
P(Vs>n |Bs—x|>0)= _lim P( min |Bs — x| >0>
M —+00 s€[n,M]

- Ml—iglrooP <se[l\?ﬂlr,ln1] |BS_1I>O>

= lim P ( min  [$(By-1 — z)| > 0)
M50\ se[M—1n-1]

((s(Bs-1 — x))s>0 € MB std) = MILQOOP (56[]\/?1111,171—1] |Bs — x| > 0)

:P< min ]]Bs—x] >O> =0
in cui 'ultima uguaglianza ¢ dovuta al Lemma 4.3.1 si ha quindi quanto voluto.
Vediamo ora che non ha punti isolati. Per ogni p € Q4 sia
zp =inf{t > p | By =0}
allora 2z, ¢ (F;)-tda P-q.c. finito (perché Z ¢ P-q.c. illimitato) e (Bsiz, — B.,)s>0 =

(Bstz,)s>0 ¢ (Fttz,)-MB std (Proposizione 4.2.24), dunque come conseguenza del Corol-
lario precedente si ha

Pl (N {maxBS+zp > 0,min By, < 0} =1
pEQs 5>8 s<e s<e
€€
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quindi P-q.c. ogni numero della forma z, con p € Q4 non ¢ isolato (da destra). Se invece
fissato w € Q prendiamo un 0 < t € Z(w) t.c. t # zp(w) per ogni p € Q4, possiamo
considerare una successione (py)nen C Q4 t.c. p, /'t e definiti ¢, = z,, (w) si ottiene che
gn < t, <t per ogni n € N, quindi t,, — t ed essendo t,, € Z(w) per ogni n € N si ottiene
che ¢ non ¢ isolato (da sinistra) in Z(w). O

Teorema 4.3.4 (Principio di riflessione del MB): Per ogni a > 0 ed ogni t > 0 vale
P(S; > a) =P(T, <t)=2P(B; > a) = P(|Bt| > a).
In particolare S e |B| hanno la stessa legge.
Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che
P(S; >a)=P(S; >a,B; <a)+P(B; > a)
ma essendo By, = a vale
P(S;>a,B; <a)=P(T, <t,B; <a)=P(T, <t,Br,4¢-1,) — Br, <0)

ma essendo (B, +s — Br,)s>0 un (Fr,++)-MB std indipendente da Fr, per la Proposizione
4.2.24, si ha

P(S, > a, B, < a) = P(T, <t, By, 41, — Br, <0)
= P(Ta < )P(Br,+(-1,) — Br, <0)

1 1

da cui segue facilmente la tesi. O






5

Introduzione alle Equazioni Differenziali
Stocastiche

5.1 Definizione di EDS

Nel seguito supporremo che ogni processo stocastico sia definito su uno spazio di proba-
bilita filtrato (non necessariamente lo stesso). Siano inoltre d,n € N;. Fissiamo inoltre
alcune notazioni. Se X ed Y sono processi stocastici definiti sullo stesso spazio filtrato,
scriveremo X = Y per intendere 'uguaglianza tra processi, cioe che X ed Y sono indi-
stinguibili. Invece se X ed Y sono due processi stocastici qualsiasi (definiti anche su spazi
di probabilita filtrati diversi) scriveremo X Zy per intendere I'uguaglianza in legge, cioe
che sono uno versione dell’altro.

Chiameremo W¢ = C9(]0,00); R?). Se preso s > 0 la mappa ws : W? — R? ¢ la
valutazione in s, cioé ws(€) = £(s) per ogni &€ € W, denotiamo con {G;};>o la filtrazione

canonica su W9, cioe per ogni t > 0
Gy =o(ws|s <t).

Diremo inoltre che una funzione f : [0,00) x W% — R™ & progressivamente misurabile
se (f(t,))r>0 € un processo stocastico (G;)-progressivamente misurabile.

Dato X processo stocastico continuo a valori in R¢ ed f come sopra, scriveremo
f(t, X (w)) per intendere il valore della funzione f al tempo t > 0 sulla traiettoria s
Xs(w) e quando si vuole mantenere w implicito scriveremo f (¢, X). Ovviamente (f(¢, X)):>0

€ un processo stocastico a valori in R™.

Osservazione 5.1.1: Osserviamo che se X & un processo stocastico a valori in R¢ con-
tinuo e (F;)-adattato ed f : [0,00) x W? — R" & progressivamente misurabile, allora il
processo a valori in R™ dato da (f(t,X))i>0 ¢ (Ft)-progressivamente misurabile (che ci
serve per dare senso agli integrali stocastici).

125
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Definizione 5.1.2: Date f : [0,00) xW¢ — R¥™ e g : [0, 00) x R? — R? progressivamente
misurabili, I’equazione differenziale stocastica (EDS) di coefficienti (f, g) € la scrittura

dX; =g(t, X)dt + f(t,X)dB;

tale equazione sara indicata brevemente con e(f,g), inoltre se & imposto un vincolo del
tipo Xo = Z P-q.c. con Z una v.a. Fp-misurabile si dira che 'EDS ha dato iniziale Z. In
particolare il dato dell’EDS e(f, g) col dato iniziale Xo =z € R¢ P-q.c. verra indicato con
ex(f,g). Nel seguito utilizzeremo il nome EDS sia per EDS libere sia per EDS con dato
iniziale fregandocene della leggera ambiguita che questa terminologia crea.

Infine quando considereremo un’equazione del tipo e(o,b) si intendera un’equazione

e(f.9) in cui f(£.€) = 0(&) e g(t,€) = b(&) per ogni & € W od ogni t > 0,

Osservazione 5.1.3: Nel contesto della definizione precedente e(f, g) si puo riscrivere in

¢ t
Xt:Xo—i-/ g(s,X)ds+/ f(s,X)dB
0 0

che in coordinate &
X;':X3+/ 9i(s, X) ds+Z/ fii(s,X)dB!
coni=1,...4d.
Definizione 5.1.4: Date f : [0,00) x R — R¥" e g : [0, 00) x R? — R? progressivamente

misurabili, una soluzione di e(f,g) & una coppia (X, B) di processi definiti sul medesimo
spazio filtrato (2, F, (Ft)t>0, P), (Ft)-adattati e t.c.

(1) B & un (F)-MB" std;

(2) per ogni t > 0 vale

t
/ZZfHSX )*ds < 400, /|g(s,X)|ds<+oo P-q.c.
0

i=1j=1

(3) peri=1,...,d vale

X;':Xg+/ gi(s,X) ds+Z/ fii(s,X)dBI.

Inoltre diremo che un processo X, definito sullo spazio filtrato (€2, F, (F¢)t>0, P), risolve
e(f,g), se esiste B (F;)-MB" std t.c. (X, B) & una soluzione di e(f, g). Infine diremo che
X risolve e;(f, g) se Xo = x P-q.c. e risolve e(f, g).

Osservazione 5.1.5: Data una soluzione (X, B) di una EDS, vale ovviamente che X &
una semimartingala vettoriale continua.
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5.2 Teoremi di esistenza, unicita e di continuita rispetto al dato iniziale

Definizione 5.2.1: Diciamo che e(f, g) gode di:

o unicitd per traiettorie se per ogni spazio filtrato (€2, F, (F¢)t>0,P) e per ogni B
(F;)-MB™, se (X, B) e (X, B) sono soluzioni di e(f,g) con Xy = Xy P-q.c. allora
X =X;

o unicitd in legge se prese comunque due soluzioni (X, B) e (X, B) di e(f,g) (anche
definite anche su spazi di probabilita filtrati differenti) con X z X, allora X Zx.

Definizione 5.2.2 (Soluzione forte): Fissiamo ’equazione e(f, g). Una soluzione (X, B),
definita sullo spazio filtrato (2, F, (Ft)i>0, P), ¢ detta soluzione forte se il processo X ¢
adattato a (FtB ’P)tzo filtrazione naturale di B completata rispetto a P.

Un importante teorema, che non dimostreremo in queste note, riguardante il collega-
mento tra le due nozioni di unicita appena introdotte ¢ il seguente.

Teorema 5.2.3 (di Yamada-Watanabe): Fissiamo e(f,g). Se vale l'unicitd per traietto-
rie allora

(1) wale anche l'unicita in legge;

(2) ogni soluzione del problema con condizione iniziale deterministica del tipo Xo =z €

R¢ P-q.c. é soluzione forte.

Definizione 5.2.4: Data e(f, g), diciamo che f, g soddisfano le ipotesi (IL) se esiste un
K >0t.c.

1f(t,8) — fEmI + gt &) —gt,n)l| < K it[lopt] 1€(s) —n(s)|| V&neW! vt>0 (5.1)

e se Vo € R? indicando con & € WY la funzione costante in x, vale che ¢t — f(t,£%) e

t — g(t,&") sono localmente limitate.

Osservazione 5.2.5: Nel caso in cui 'EDS é del tipo e(o,b) le ipotesi (IL) sono equiva-
lenti a

lo(€(8)) — o) + IbE®))) — b))l < KIIE(E) —n(t)ll ¥&,neW! ve>0. (5.2)

Infatti le ipotesi di limitatezza locale sono sempre verificate in quanto t — o(z) e t — b(z)
sono costanti per ogni z € R? e considerando o(£(t)) = f(,£), b(&(t)) = g(t,€) per ogni
€ € W ed ogni t > 0 si ha che se vale (5.2) allora banalmente vale anche (5.1), viceversa
se vale (5.1) si ha

lo(€(®)) = a(n(e))]| + b)) = b(n(EN] = || £(£,65D) = f(t, €7D + |g(2,€50) - g(t, ")
< K[j¢(t) = n@)|

per ogni &,m € W% ed ogni t > 0, in cui per ogni € R? si & denotata con &% la funzione
costante z, che e (5.2).
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Osservazione 5.2.6: Consideriamo una EDS e(f,g) con f,g che godono delle Ipotesi
(IL). In effetti ¢ possibile dimostrare (anche se noi non lo faremo, vedi Proposition 1.4 in
Revuz-Yor) che I'unicita (per traiettorie, ma in realta basterebbe l'uguaglianza delle leggi)
rispetto a condizioni iniziali deterministiche basta per avere 'unicita in legge.

Definizione 5.2.7: La norma Hilbert-Schmidt su R¥™™ & la mappa ||-|| s : R&™ — [0, 00)
t.c.

per ogni VA = (a; ;)

Osservazione 5.2.8: Nel seguito indicheremo per comodita ||-|| ;¢ = ||-||-

Osservazione 5.2.9:  Fissiamo uno spazio filtrato (Q, F, (Ft)i>0, P) con le ipotesi abitua-
li. Seque dal quanto noto sull’integrazione stocastica rispetto a martingale locali continue
che se B & un (Fi)-MB" std ed H : [0,00) — R¥™ ¢ (F;)-progressivamente misurabile e
t.c. Hij € L} (B7) per ognii € 1,...,d ed ogni j = 1,...,r, allora vale

E “ <E l/o | H(t)? ds] .

/0 t H(s)dB,

2

/0 t H(s)dB,

Infatti si ha

2

(2

2
d n t
i=1 \j=1Y0

|

ma per ogni ¢ = 1, ..., d il processo I;(t) = 37, fot H, j(s) dB! & martingala locale continua

nulla in 0, con variazione quadratica

n n n t
(1) = Yoy B) = S_(H2, - (B = S [ HE (s
j=1 j=1 j=1 0
quindi abbiamo
t 2 d no ot
E | H(s)dBy|| | <) E Z/ H},(s)ds
0 i=1 |j=170
d n t t )
:ZZ[E /Hi,j(s) ds] —[E[ | H ()| ds]
i=1j=1 0

Osservazione 5.2.10: Sia h = (h;)i=1,..q : [0,00) — RY wuna funzione boreliana local-
mente limitata. Allora per ognip > 2 e per ognit > 0 si ha

1 /[t Pooq ot
/ hrydr| < / B[P dr.
t Jo t Jo
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Infatti vale

o
SN——
[NiS]

Ricordiamo il seguente noto risultato.

Lemma 5.2.11 (di Gronwall): Siano &,n : [0,00) — R localmente integrabili e C > 0 t.c.

§(t)§n(t)+C/O £(s)ds Vte[0,T]

allora .
£(t) < C’/ e“=9n(s)ds vt e [0,T).

In particolare se n(t) = K € R ¢ cogtante, allora

£(t) < Ke®t Vteo,T).
Dimostrazione. (Facoltativo) Siano =(t) = fg £(s)ds e h(t) = E(t)e"C* per t > 0. Allora
derivando h ed usando la disuguaglianza che si ha come ipotesi si ottiene per ¢t > 0

W (t) = &(t)e=Ct — CE(t)e ™t < (n(t) + CE(t))e™C — CE(t)e Ot = n(t)e=“"
che integrando diventa
h(t) = E(t)e “t < /t e % n(s)ds

ossia . ’

=(t) S/o =3 (s) ds

che ¢ quanto voluto. O

Teorema 5.2.12 (Esistenza e unicita per EDS con condizione iniziale deterministica):
Fissiamo x € R? e e,(f, g) e supponiamo che valgano le ipotesi (IL). Allora per ogni
spazio filtrato (0, F, (Ft)e>0, P) con le ipotesi abituali e per ogni B (F;)-MB" std, esiste
processo X* t.c. (X*,B) é soluzione forte di e;(f,g). Inoltre tale processo é l'unica

soluzione di ex(f,g) a meno di indistinguibilita.

Dimostrazione. Vediamo prima ’esistenza. Fissiamo uno spazio filtrato (2, F, (F¢)¢>0, P)
ed un B (F;)-MB"™ std. Inoltre definiamo lo spazio D dei processi stocastici U t.c. per
ognit >0

o, (U)=E [ sup ||Us|I*| < +oc.

s€[0,t]
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Vogliamo costruire un processo X t.c. (X, B) sia una soluzione di e,(f,g), per farlo
costruiamo una successione di approssimanti (X™),cy t.c.

XY=z, XM'=S8(X"), VneN

in cui per ogni U € D ed ognit >0

t t
SWr=a+ [ gs0)ds+ [ f(s,0)d.
0 0
in cui la definizione ¢ ben posta in quanto

1O = (.0 = £ + 1.0 < 20| £ )|+ 52 sup 04])

s€[0,t]

e quindi grazie alle Ipotesi (IL) si ha

<2E <+

E [ / A D) ds / [0 as

t
+2K°F l/ sup ||U||* ds
0 r€(0,s]

ed analogamente per g. Prendiamo quindi U,V € D, vale
S = 8V). = [ (0:0) =gV ar+ [ (160,0) = F0. V) B,

per ogni s > 0, dunque usando il fatto (a + b)? < 2a% + 2b? per ogni a,b € R, per s € [0, 1]
si ottiene

s 2 s 2
||S<U>S—s<v>s||2g2H /0 (g(r,U) — g(r, V) dr|| +2 /O (F(r,U) = £(r,V)) dB,
s 2 s 2
gz] /0 (o, 0) =g, V) | 52 sup /0 (f(rU) - f(r.V))dB,
s 2 s
=252 [ 0) =ty ar| 2 sup | () 5V 4,

S
(Osservazione 5.2.10) < 25/ lg(r,U) — g(r, V)||* dr +2 sup
0 s€[0,t]

t
(Ipotesi (IL)) < 2tK2/ ( sup HUh—Vh\2> dr 42 sup
0 \he€lo,r] s€[0,t]

/0 (7 U) — £(r,V)) dB,

2

/0 (F(rU) — f(r.V)) dB,

2

2
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di conseguenza per 0 <t < T < 400 vale

o,(S(U) - 5(V)) =E l sup. 1S(U)s — S(V)s||2]

t s 2
< 2%K’E U <sup HUh—VhHQ> dr| + 2E | sup /(f(r,U)—f(r,V))dBr ]
0 \he€[o,r] s€[0,t] 11J0
t s 2
:2tK2/ [E[sup Uy — Vi||?| dr + 2E | sup /(f(r,U)—f(r,V))dBr 1
0 helo,r] s€lo,t] lJo

. -
= 2tK> / ¢, (U —V)dr+2E | sup
0 Ls€[0,t]

/0 (0 U) — £, V) dB,

s |

t t
(Dis. max. Doob) < 2tK2/ ®,.(U—V)dr+ 8E ‘ / (f(r,U) = f(r,V)dB,
0 0

(Osservazione 5.2.9) < 2tK> /t ¢, (U—-V)dr+8E /t I(f(r,U) = f(r, V)] dr]
0 /0
t t
2k [ oW =v)ares [E[I00) - 1 V)] ar
t t
(Ipotesi (IL)) < 2tK2/ ®,(U-V) dr+8K2/ ®,.(U,V)dr
0 0

t
§2K2(4+T)/ @, (U —V)dr.
0

Prendendo V = ¢° questo dimostra in particolare che S(U) € D per ogni U € D.
Deduciamo quindi che, fissato T' > 0, per ogni t € [0, T] vale chiamando Cp = 2K?(4+T)

t
Py (X" - XM < Cp / Oy (X" — X" dy
0

t t1
< C% /0 /O By, (X" — X" dty dty

t rt tn—1
< C?/ / / Oy (X1 — &) dt,,...dty dt
0 JO 0

in cui &% € W? ¢ la funzione costante x. Inoltre sempre per ogni ¢ € [0,77] si ha

s s 2

) q ) 4B,
s /0 o(r €5) dr + /0 £ €7) ]
i%%( /0 g(r, &%) dr /0 f(r,&*)dB,

2
(Jensen e Doob) < 2tE [/Ot llg(r, 51)1‘2 dr ’ /Ot f(r, &%) dr ]

T
L 8E /0 17 €)1 dr]

Dy(S(¢%) —¢") =L l sup

2

<2EF +

)

+ 8L

T
(Osservazione 5.2.9) < 2TE [/ lg(r, €%)|1* dr
0

(Limitatezza locale nelle Ipotesi (IL)) < C/n

per un qualche C/. > 0, quindi

tn
Py (X" — XM < C%C’TE vt € 10,7
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da cui segue
(TCr)™\ 2
3 By (XL XM < < T)> <+oo Vtel[0,T]

in particolare

NG

Z E [ sup HX;”‘1 - X7
eN

2
] <400 VT >0.
s€[0,7T

Di conseguenza vale

2
+oo > sup HXQ“ — X"
neN [[5€[0,T] L2(P)
2
= lim sup HX;IH - X7
N_Hroon:O s€[0,7] L2(P)
2
> lim H sup HXS"H—X;‘
N—+oo n:Ose[()’T} L2(P)

2
(Beppo Levi) = Z sup HX;Z'H - X7
nenN SE[O,T]

L2(P)

e quindi >, ¢y Sup,epo,7] | X0+ — X‘QH2 converge P-q.c. e come conseguenza (X"),en
converge uniformemente sui limitati P-q.c. ad un processo continuo (.7-"tB ’P)—adattato
(in quanto & limite P-q.c. di una successione di processi (F'F)-adattati e (F2F) &
P-completa) e che soddisfa e, (f, g), infatti per ogni n € N

t t
X"+1—x+/ g(s,X”)ds—l—/ f(s, X™)dBs
0 0

e th+1 — X P-q.c. per ogni t > 0 e per quanto riguarda gli integrali possiamo passare al
limite sotto al segno d’integrale per i Teoremi di convergenza dominata stocastico e non.
Si ha quindi I'esistenza cercata e la soluzione cosi costruita e forte.

Vediamo adesso 'unicita. Supponiamo che X ed Y risolvano entrambi e,(f,g) con
moto browniano B e definiti sullo stesso spazio filtrato (€2, F, (Ft)t>0, P). Sia per ogni
ke Nt

T, =inf{t >0 | | X||A Y] >k}
allora X7k, YTk € D per ogni k € N;. Fissiamo quindi n,k € Ny, per ogni ¢t € [0,n] si
deduce

t
Oy (XTe — YTy = @, (S(XTr) — S(VTr)) < C’n/ O, (XTe —y Ty dr
0

e dal Lemma 5.2.11 di Gronwall segue ®;(X7* — YTr) = 0 per ogni t € [0,n], ossia
Xint, = Yiar, per ogni t € [0,n] P-q.c. ed essendo n,k € N arbitrari si ottiene X; =Y;
per ogni t > 0 P-q.c., che dimostra 'unicita. ]
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Sappiamo quindi che sotto le Ipotesi (IL) per ogni x € R? dato uno spazio filtrato
(Q, F, (Ft)t>0,P) ed un (F;)-MB", esiste unico un’unica semimartingala vettoriale con-
tinua X7 t.c. (X7, B) & una soluzione di e,(f,g). Adesso vediamo che sotto aggiuntive
ipotesi & possibile scegliere X* all’interno della sua classe di indistinguibilita al fine di
ottenere la continuita nella condizione iniziale z € R%.

Definizione 5.2.13: Data e(f, g) diciamo che f, g soddisfano le ipotesi (ILb) se

|f(t,8) — f(t,n)] +g(t,&) —g(t,n)| < K 81[10%] £(s) —n(s)| V&,meW! VE>0
se|0,

ed f, g sono uniformemente limitate.
Osservazione 5.2.14: Se valgono le ipotesi (ILb) allora valgono anche quelle (IL).

Osservazione 5.2.15: Fissiamo uno spazio filtrato (0, F, (F¢)e>0,P) con le ipotesi abi-
tuali. Siano B ¢é un (F;)-MB" std ed H : [0,00) — R&™ ¢ continua (F;)-adattata e t.c.
H;; € L2 (B?) per ognii € 1,....d ed ogni j = 1,...,n, allora preso T >0, per ogni p > 2
ed ogni t € [0,T] esiste una costante C'(p) > 0 t.c.

<C'(pT'E UO [H (r)[I” dr] -

sup

s€[0,t]
Segue dalla Disuguaglianza BDG, infatti usando la Disuguaglianza di Jensen (alla misura
contapunti), essendo p > 2, si ottiene intanto

= sup / H; ;(r r)dBJ
s<t z' 1lj=1
D
p |1 noos -2 i
i=1|j=170
» d n S p
(Jensen) < dz~'> 1> [ H;;(r)dB]
=1 |j=1 0
P 1< (8 i
=dz"'n?> =Y [ H,;(r)dB]
i=1 | =170
» d n S .
Jensen) < dz 1pP~! H; ;(r)dB?
( ) J r
i=14=1'7/0
quindi prendendo il sup,, abbiamo
S P »
sup / H(r) < d27tppt sup / H; j(r
s<t 0 s<t ,_ 1j=1
S T IZ sup / H; j(r
i=1j=1 s<t
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s P
/ H(r)dB,| | <dz 'np~! Z Z E |sup / H; j(r)dBj
i=1j=1 s<t 1J0

(BDG) < d:'nP~1C ZZ[E[(/ Hi j(r dr>2]
1=17=1
d%—lnp—let%dn[E {(/t | H ()| dr) 2}
0
p v 71 7 p
:dznPCptz[EKt/o | H (r)]|? d?“) ]

t
(Jensen) < d2nPC,t?~'E [/ [ H (r)[[” dr]

’HE[/ |H@IP dr]

quindi quanto voluto vale con C’(p) = dganp.

sup
s<t

IN

N\"d

<dzn

Teorema 5.2.16 (Continuita rispetto al dato iniziale deterministico per EDS): Fissiamo
e(f,q), uno spazio filtrato (U, F, (Ft)i>0) con le ipotesi abituali ed un (F;)-MB™ B. Sup-

poniamo inoltre che valgano le ipotesi (ILb). Allora esiste un processo stocastico (X[) 1>0
z€R?
P-q.c. continuo nella coppia (t,x) e t.c. (X*,B) é soluzione di ex(f,g), cioé

t ¢
Xf:x—i-/g(s,Xx)ds—i-/ f(s,X*)dBs Vt >0,
0 0

per ogni x € R, Tale processo ¢ detto flusso dell’EDS e(f, g).

Dimostrazione. Nel seguito preso un z € R? con X? intenderemo il processo t.c. (X%, B)
soluzione di e,(f,g). Prendiamo z,y € RY, per semplicita di notazione chiameremo
X=XeY =XY SianoT >0,0<t<Tep>2, allora

(x—y)+ /0 (g0 X) — g(rY))dr + /0 (f(r.X) — f(r.Y))dB,

|

/0 (7 X) — f(r.Y)) dB,

E|sup | Xs—Ys||P| =E| sup
s€[0,t] s€[0,t]

p
<t s (lo-yls )]
s€[0,t]

/0 “(gr X) — g(r. V) dr| +

ed usando la nota disuguaglianza (|lal| + [|b]| + [[c]|)? < C(p)(||la||” + ||b]|” + [|c||P) con
C(p) > 0 costante, si ottiene

E [ sup [1X, - Ysup] <
s€[0,t]

p

gC(p)[E[sup (2 = ol + H/ (r, X) = g(r, Y)) dr

s€[0,t]

|

/0 (P, X) — f(r.¥)) dB,

)

/0 (F(r.X) — f(r.Y))dB,

P
sup +E

s€[0,¢]

sup
s€[0,t]

1)

=C(p) <Hw —ylP+E

/0< (. X) — g(r.Y)) dr
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Maggioriamo i due valori attesi separatamente. Iniziamo col primo, osserviamo che usando
la Disuguaglianza di Jensen si ottiene

1 p

[ 60— gtrynar] =X [ x) - gy ar
0 0

S
(Osservazione 5.2.10) < 7! / I(g(r, X) — g(r, Y|P dr
0

p
= gP

quindi

p

sup sP~ 1/ l(g(r, X) (r,Y)der]

E | sup
[ s€[0,t]

s€[0,t]

‘meX%mmYDW

(Ipotesi (ILb)) < tP~'E K” sup || X; — Yi[[P dr
0 l€[0,r]

t
ng—le/ E| sup || X; — Y ||| dr.
0 l€[0,r]

Per quanto riguarda il secondo valore atteso bisogna stare piu attenti perché entra in
gioco un integrale stocastico. Usando quanto trovato nell’Osservazione 5.2.15, si ottiene
esistenza di una costante C’(p) > 0 t.c.

[E[sup p} <C'()T>'E l/o 1f(r, X) = f(r, V)P d81

s€[0,t]

A?ﬂnxr—ﬂnywd&

t
WmMM»§WU@ﬂ4/EFwn&—wﬂw'
0 lef0,r]

Definiamo quindi per t > 0 hy(t) = E [SuprE[O,t] | X — YTHP} che ¢ finita grazie alla limita-

tezza uniforme di f e g assunta nelle ipotesi (ILb). Dai ai conti fatti fino ad ora possiamo
dedurre

t t
hp(t) < C(p)|lz —ylI? + C(p)Tp_le/ hp(r) dr + C'(p)Tg_le/ hp(r) dr
0 0
ossia chiamando C' = C(p) e C= C(p)TP~1KP + C’(p)T%‘le

t
hyp(t) < Cllz —y|” + C’/ hy(r) dr
0
per ogni t € [0,T]. Quindi per il Lemma 5.2.11 di Gronwall segue
hy(t) < Cllz = ylPe" vt € [0,T].

Quindi esplicitando tutte le notazioni, per ¢ = T si ottiene

E l sup || X7 — XY|P| < CeTlw —y]”

t€[0,T]

e se p > d, grazie al Teorema di continuita di Kolmogorov applicato al processo (X%),cpa,
visto come processo stocastico a valori in C?([0,T]; R%) (che & uno spazio di Banach per
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ogni T > 0) si ottiene una modificazione continua nella coppia (z,t) € R? x [0,T], chia-

miamo tale processo (XtT ") t>0 - Prendendo (T},)nen C [0, 00) successione di numeri t.c.
zER?
T, — +00, abbiamo per ogni n € N una modificazione (XtTnx) t>0 continua in x e t per
z€R?
t € [0,T;]. Inoltre ognuno di questi processi & t.c. (X%, B) & soluzione di e,(f, g), quindi

grazie all’unicita provata nel Teorema precedente possiamo incollarli con successo preser-
vando la continuita in entrambe le variabili. Inoltre la modificazione ottenuta, continua

nella coppia (x,t) € R? x [0, 00), chiamiamola (X7) ¢>0, € t.c. (X, B) & soluzione forte
z€R? _
di e (f, g) per ogni 2 € R, infatti fissato 2 € R? i due processi X* e X* sono continui e

uno modificazione dell’altro, dunque sono indistinguibili e di sicuro anche X7 risolve con
B I'EDS e,(f,g) ed ¢ adattato alla filtrazione P-completa (]:tB’P)tEO. O

Osservazione 5.2.17: Nel Teorema precedente I'ipotesi di uniforme limitatezza di f e g
lo abbiamo usato solamente per assicurarci la finitezza di h,(t) per ogni ¢ > 0. Di fatti, in
determinati casi, & possibile rilassare tale ipotesi a patto di mantenere la finitezza di h,(t)
per un p > d (che & tutto quello che serve per poter ricopiare la dimostrazione precedente).

Osservazione 5.2.18: Mettiamoci nel contesto del Teorema precedente. Sappiamo che
per ogni € R? la soluzione (X7, B) & soluzione forte, dunque usando il Criterio di
misurabilita di Doob troviamo per ogni £ > 0 una funzione

F,: R x C([0,1]; RY) — RY

misurabile nella seconda variabile e t.c. Fy(z,(Bs)secjo,)) = X{ P-q.c. per ognit > 0 ed
ogni = € R?. In particolare F; & continua nella prima variabile e quindi anche misurabile.
Di conseguenza presa Z v.a. a valori in R? Fo-misurabile, la famiglia (F}(Z, (Bs)sefo,))t=0
& un processo stocastico ed insieme a B costituisce una soluzione di e( f, g) con dato iniziale
Z.

5.3 Proprieta di Markov nel caso omogeneo

Consideriamo una EDS e(f, g) con f, g che godono delle ipotesi (ILb). Fissiamo (2, F, (Ft)t>0, P)
uno spazio di probabilita filtrato con le ipotesi abituali e fissiamo B un (F;)-MB" std, con-

sideriamo quindi il flusso (X{),cga (che possiamo prendere continuo ovunque a meno di
t>0
modificarlo su un insieme P-nullo). Definiamo quindi per ogni h € Co(R?), ogni z € R?

ed ognit >0
Tih(x) = E[A(X7)]. (5.3)

Proposizione 5.3.1: Nel contesto sopra descritto vale che per ogni t > 0, l’eq. (5.3),
definisce una mappa

T; : Co(R?) = Cp(RY)

lineare e continua.
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Dimostrazione. Fissiamo t > 0. Sia h € Co(R?), vediamo che Tih € Cy(R%). Prendiamo
una successione (z,)pen C R4 e 2 € R? t.c. z,, — . Allora vale

Tih(an) = E[h(zy")] — E[R(X])]

in quanto il flusso ¢ continuo e h & continua, quindi A(X;™) — h(X}) ed inoltre essendo h
limitata, per il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue, si ottiene la convergenza
dei valori attesi. Quindi T;h € C(RY). Vediamo ora che invece T;h € Cy(R?). Vale

[E[p(X)) < E Uh(Xf)’]l{ngux|]gR}} +E [’h(Xf)‘ﬂ{HXffo>R}}

< sup  |h(2)| + [[hllo P (IXE — 2] > R)
z€B(z,R)

h

(Markow) < sup _[h(z)] + e [jxp — ]
z€B(z,R)

2

h t t
= s (o)) + e | [ ot xyas+ [ 66,5 aB,
2€B(z,R) R 0 0
20nl . || Vs ?
< sup  |h(z)] + logee | / o(s, X7) ds +‘ / f(s, X") dB,
2€B(z,R) R i 0 0
2|h
< sup |h(z)|+ ”RLOO

2€B(z,R)
da cui per ||z|| — 400 otteniamo

2||Alloo

[ER(XD]] < o(1) + =5

K, YVR>0
quindi si ottiene quanto voluto mandando R — 400, ossia
[ Teh(x)| = [E[R(XF)]] — 0 per |[z]| = +oc.

Quindi T} come da tesi & effettivamente a valori in Cp(R?) ed & palesemente lineare.
Vediamo la continuita. Prendiamo h € Cy(R?), allora vale

[ Teh(2)] < E[[A(XE)]] < |7l
da cui segue ||T;h||,, < ||h|| € quindi la continuita di 7} per linearita. O

Restringiamo adesso la classe di EDS considerate. Consideriamo una EDS del tipo
e(o,b) che soddisfa le Ipotesi (ILb). Fissiamo (£, F, (Ft)t>0, P) uno spazio di probabilita
filtrato con le ipotesi abituali e fissiamo B un (F;)-MB" std, consideriamo quindi il flusso

(X{),ere (che possiamo prendere continuo ovunque a meno di modificarlo su un insieme
t>0
P-nullo). Definiamo per ogni A € B(RY), ogni = € R? ed ogni ¢ > 0 il nucleo markoviano

Pz, A) = P(XT € A).

Lemma 5.3.2: Se H ¢ un processo continuo e (F;)-adattato a valori in R™", vale

t+s t
H,dB, / Hotr d(Boss 5,)r
0

S

per ogni s,t > 0.
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Dimostrazione. Vale in effetti per processi elementari (facile verifica), poi si passa a
processi piu generali grazie al Corollario 3.2.45. ]

Proposizione 5.3.3: Nel contesto descritto sopra la famiglia (P;)i>0 € una funzione di
transizione di Feller su R? e Pyh = Tyh per ognit > 0 ed ogni h € Co(R?).

Dimostrazione. Dimostriamo la relazione di Chapman-Kolmogorov. Fissiamo x € R?, dico
che (X7, ,)¢>0 insieme al moto browniano (Bits — Bs)i>0 forma una soluzione di e(o,b)
con dato iniziale X7. Infatti vale

t+s t+s
Xig=a+ / (X)) dr+ / o(X;))dB,
0 0

X;”—a:—i—/ b(Xff)err/ o(X*)dB,
0 0

quindi
t+s t+s
Xis=XJ+ / b(X7)dr + / o(X7)dB,

t t
(Lemma 5.3.2) :X§+/ b(XerT)dr—i—/ o(XZ ) A(B.ys )
0 0

inoltre (per quanto detto nell’Osservazione 5.2.18) possiamo trovare una funzione F; mi-
surabile t.c. Fy(Z, (Bs)seo,) sia soluzione con B, al tempo ¢, di e(c,b) con dato iniziale
Z v.a.. Dunque la legge di X[, ¢ la stessa di Fy(Z, (Bs)sejoy) con Z v.a. scelta in modo
che sia indipendente da B e con legge uguale a quella di X¥, come dato iniziale (per
I’Osservazione 5.2.6). Di conseguenza per h € B(RY) | vale

Pt-‘rsh(x) =L [h(Xzéis)] =L [h(Ft(Z’ (Bs)se[o,t]))} =L [[E [h(Ft(Z7 (Bs)se[O,t])) | Z”

ma per il Freezing Lemma si ha

E[h(FA(Z. (Ba)seon) | 2] = E[Fiz (Bo)seon)] __, = E(X{)).oz = P(2)

(in cui ancora si & usata I'unicita in legge per dire che F(z, (Bs)sco,1) z Xf) dunque
Frysh(x) = E[P(Z)] = E[Ph(XY)] = Ps (Bih) (z).

Dunque (P;)>0 ¢ una funzione di transizione, vediamo che ¢ di Feller usando la Proposi-
zione 4.2.8. Ovviamente P;h = Tih per ogni h € Co(R?) e grazie alla Proposizione 5.3.1 si
ha che Ph € Cy(R?) per ogni h € Cp(R?). Rimane da vedere solamente la continuita (a
destra) della mappa t + Pih(x) con h € Co(RY) e z € R%. Se (tp)nen C [0+ 00), t>0e
t, — t vale

P, h(z) = E [R(XE)] — E [h(X?)] = Ph()

in quanto il flusso ¢ continuo e h ¢ continua, quindi A(X{ ) — h(X}), inoltre h ¢ limitata,
di conseguenza usando il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue, si ottiene la
convergenza dei valori attesi. O

Corollario 5.3.4: Per ogni x € R? wale che (XF)>0 ¢ un processo di Feller con semi-
gruppo di Feller (P,)i>o definito da P,h(x) = Tyh(z) = E[h(XF)] per ogni h € Co(R?).
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Dimostrazione. Grazie alle Proposizioni precedenti abbiamo che (P;);>o € effettivamente
un semigruppo di Feller. Vediamo ora la proprieta di Markov. Osserviamo che presi
t,s>0ed z € RY vale

t+s t+s
X =a+ / b(X)Y)dr +/ o(X,}') dBs
0 0
t+s t+s
=X+ / b(X7)dr + / o(X,)dBs
t t
(Lemma 5.3.2) = X[ + / b(X[,)dr +/ o(X7,)d(Byi — By),
0 0

inoltre (per quanto detto nell’Osservazione 5.2.18) possiamo trovare una funzione Fs mi-
surabile t.c. Fs(Z, (Brit— Bt)re[o,s]) sia soluzione con B.;; — By, al tempo s, di e(o,b) con
dato iniziale Z v.a., quindi per I'unicita in legge detta nell’Osservazione 5.2.6 si ha

9
ch—&-s = FS(Xtmv (Br+t - Bt)rE[O,s])'

A questo punto se f € Co(R?) si ha per indipendenza di (B,s — Bi)rejo,s) da Fy

E[f(X7) | B = E [f(F(XF, (Bryi = Breo ) | Fi]
= [F(F(y, (Brst = Bi)reo)]

= E[f(X!))yox; = E [f(X7)] = PS(XF)

ly=X7

in cui abbiamo usato ancora una volta I'unicita in legge per dire che F(y, (Br1t—Bt),e(0,]) £
XY O

Nel seguito se A, B € R¥*™ sono due matrici della stessa taglia sara

Invece se z,y € R¥ la quantitd zy sara Pusuale prodotto scalare euclideo tra i due vettori

in questione.

Proposizione 5.3.5: Se Dy ¢ il dominio del generatore infinitesimale di (P;)¢>0 vale
C2(R?) C Da
e per ogni h € C’g(IRd) il generatore infinitesimale é
Ah(z) = Vh(z)b(z) + %T&" (Hi(@)(0o")(x).

Dimostrazione. Chiamiamo per comodita X® = X. Sia h € C2(R?), la formula di It6 ci
dice che

1
dh(Xt) = Vh(Xt) dX; + §Hh(Xt) : (dXt & dXt)

d n
= Vh(Xy) (b(Xy) dt + o(X;) dBy) + % >3 0:0;h(Xy) d(X, X,
i=1j=1
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ma per ogni i = 1,...,d ed ogni j = 1,...,n vale (essendo X; una soluzione di e(o, b)

d<Xi,Xj>t:d<<Zalk (X,)B ) (Zaﬂ (X,)B >>

n
Z Xt O‘Jk; Xt)dt
k=

oo ) 1,5 (X¢)dt

[y

quindi
Ah(Xy) = VA(X) (b(X)) dt + o(X:) dBy) + Zdj 3" 0:0;h(Xe) (00T )i 5(X) dt
i=1j=1
= Vh(X}) (b(Xy) dt + o(X,) dBy) + §Tr (Hn(X)(00™) (X)) dt

che in forma estesa si puo riscrivere in

hXT) = |h(z

¢ x X 1 x xT
+ /O VA(XE)H(XZ) + 5T (Ha(X2)(00T) (X)) ds]

" /0 Vh(X?)(o(X?) dBy)

ed il termine fg Vh(XZ)(o(XT)dBs) e proprio una martingala (per quanto noto sull’inte-
grale rispetto al MB). Quindi usando la proprieta di martingala si ha che per ogni ¢t > 0
vale

E l/o Vh(Xf)(a(Xg)st)] =0.

Quindi abbiamo ottenuto per ogni z € R%

E[R(X])] = h(z) + /Ot E {Vh(Xf)b(Xf) + %Tr (Hh(X;:)(UUT)(XSm)>:| ds
= h(z) + /Ot E[AR(XT)] ds

ossia

Pih( / P, Ah(x Vo € R4

la tesi segue quindi dal Corollario 4.2.18. O

5.4 EDS lineari

In questa sezione assumiamo d =n = 1.

Definizione 5.4.1: Una EDS ¢ detta lineare se puo essere scritta nella forma
dY; = dH; + Y, d Xy, Yo = Ho
o equivalentemente

t
Yt=Ht+/ Y, dX,
0

con H e X due semimartingale continue.
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Teorema 5.4.2 (Soluzione per EDS lineari): Data una EDS lineare
dY; = dH + Y, d Xy, Yo = Ho

questa ha come soluzione il processo
Y, = <H0+/ E(X)7N(dH, — d(H, X), ))
in cui £(X) é l’esponenziale stocastico di X. In particolare se (H, X) =0 allora

X), (Ho - /Ot E(X);1 dHS> :

Dimostrazione. Essendo d€(X)s = £(X)sdXs, £(X)o = 1 ed usando associativita del-
'integrale stocastico di It (Ass.), si ha, per Y; come da tesi

/ Y,dX, = HO/ E(X dXs+/t5(X)s </SE(X)u1(dHu— d(H,X)U)) dX,
e /O / ([ ecoram, - atm x).)) ex0).ax,

(Ass) = HoE(X), — Ho+ /0 ( /O £(0; (dH, - A(H.X).)) dE(X).

Ma osserviamo che per ogni t > 0 vale

<5(X),/0.8(X)u1(d — d(H, X), > </ E(X qu,,/ E(X — d<H,X>u)>

= (6(X)- X, &)™ (H - <HX>>>

- (X,H ~(H, X)), = (X, H).
(5.4)

Quindi usando 'integrazione per parti stocastica si ottiene
t t s
/ Y, dX, = Ho&(X); — Ho +/ (/ £(X) 7Y (dH, — d(H,X)u)> dE(X),
0

— HE(X)s — Ho + £(X /5 Hy — d(H, X)) — 0

_ /OtE(X)sd (/0 E(X),(dH, — d<H,X>u)>
- (0. [ eor(am, - d<H,X>u>>t

(Ass. e eq.(5.4)) = HyE(X), — Hyp + E(X / E(X — d(H, X))
/ E(X JUdH, — d(H, X),) — (H, X);
= H ()~ Ho+ €001 [ £(x ~ d(H, X))

— (H, — (H,X)s — Ho) — (H, X),
— HoE(X) — Ho + £(X / (X —A(H, X)) — H,

=Y, - H
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cioe il processo Y dato risolve 'EDS lineare considerata. O

Corollario 5.4.3: Consideriamo una EDS del tipo
dY; = a(t)Yidt + 0(t)dBy, Yo=1=

con B un MB std, Y; processo a valori reali e a,b : [0,00) — R funzioni continue. Allora

la soluzione Y ¢ data da
t
}/t = efOt CL(S) ds (x + / e f[) a(r) drb(s) st> .
0

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema precedente con

t
H, ::1:+/ b(s) d B,
0

X, :/Ota(s)ds

infatti ’equazione precedente si puo riscrivere in

dYt:d(:U+/tb(s)st> +Ytd</ta(5)ds>.
0 0

O

Esempio 5.4.4 (Equazione di Ornstein-Uhlenbeck 1-dimensionale): Un importante esem-
pio di EDS lineare e 'equazione di Ornstein-Uhlenbeck talvolta detta anche dinamica di
Langevin. L’equazione &

AV, = —BVidt + cdB;,,  Vo=v

dove B ¢ un MB std, 5 € R, 0 > 0 e v € R. Grazie al Teorema precedente (H; = 0 B; + v
e X; = —f) possiamo affermare che la soluzione ¢&

t t
V, = e P (v —1—/ Po st> = e Pty +/ e Blt=5)y dB,
0 0

che & un processo gaussiano e di Feller (quest’ultima cosa segue da quanto dimostrato
nella sezione precedente) con generatore infinitesimale per h € C2(R) dato da

Ah(z) = —Bzdyh(z) + %agh(x).

Esempio 5.4.5 (Moto browniano geometrico): Consideriamo 'EDS lineare
th = Mtht+0thBt7 G() =X

con p,0 € R t.c. po >0 (H;=0e X; = put+ oBy), la cui soluzione ¢

2
G = Gyexp ((u — (;t> + aBt> = Go&(ut + oBy)

che & ancora un processo di Feller con generatore infinitesimale per h € C?(R) dato da

1
Ah(z) = prdyh(x) + 502x28§h(x).



Teorema di Girsanov ed Alcune Conseguenze

6.1 Teorema di Girsanov

In tutto il resto di questo scritto sara fissato uno spazio misurabile filtrato (€, F, (F):>0)
con (FP)s>o filtrazione continua a destra e t.c. presa Fo = U;so Fy valga FY = F (ipotesi
non veramente necessaria ma che semplifica qualche risultato e non troppo restringente).
Considereremo inoltre due probabilita P e Q su tale spazio filtrato e indicheremo gli
operatori di valore atteso rispetto a P e Q rispettivamente con Ep e Eq.

Ricordiamo che essendo la filtrazione (F{);>o continua a destra & possibile scegliere il
bracket tra due (Fy)-semimartingale continue e I'integrale stocastico di un processo (Fy)-
progressivamente misurabile e localmente limitato rispetto ad una (F?)-semimartingala
continua all'interno della rspettiva classe di indistinguibilita in modo da averli (F})-
adattati, in particolare il secondo costituira quindi una (f?)—semimartingala continua.

La domanda, da tenere a mente, che motiva gran parte di quello che vedremo ¢ la
seguente:

Se Q<P e X ¢ (FP,P)-semimartingala continua, vale allora che X ¢
(FP, Q)-semimartingala continua?

questa domanda e interessante in quanto in generale non € vero che una martingala locale
continua rispetto a P ¢ anche martingala locale continua rispetto a Q.

Definizione 6.1.1: Diremo che Q & (F)-localmente assolutamente continua rispetto a
P, e scriveremo Q < P, se per ogni t > 0 vale Q|]:P < P|;to.

Osservazione 6.1.2: Se Q < P allora per il Teorema di Radon-Nikodym esiste un
dQ, ro0
processo (D¢)¢>0 t.c. per ogni ¢ > 0 D; ¢ una versione di dplft

L ed in particolare e
| Fy

F-misurabile.

143
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Lemma 6.1.3: Il processo D ¢ una (FY,P)-martingala non negativa t.c. Ep[Dy] = 1
per ogni t > 0.

Dimostrazione. Essendo per ogni ¢t > 0 la v.a. D; densitd tra due misure (positive) ¢ non
negativa. Ricordiamo che Dy & FO-misurabile e preso B € F0 vale

Ep [1pD:] = Eq [1B] = Ep [15Dy]
infatti Dy dP|]_-? = dQlsz e FV C FP, dunque
Ep [Di| 70| = D,.
Infine Ep [D¢] = Eq [1o] = 1. O

Osservazione 6.1.4: Essendo D una (Fy, P)-martingala ed essendo la filtrazione (F)i>0
continua a destra, D ammette una modificazione (rispetto a P) P-q.c. cadlag per quanto
noto dalla teoria delle martingale a tempo continuo. Quindi d’ora in poi assumeremo
sempre D P-q.c. cadlag.

Ricordiamo che presa FF¥ il completamento di F rispetto a P possiamo estendere P
ad una probabilita P su FF t.c. se A € F e N & P-nullo

P(AUN) = P(A).

Nel seguito faremo per comodita I’abuso di notazione di indicare P sempre con P (quindi
quando ci si trovera davanti ad una P che potra avere come argomento un elemento di
FP si dovra pensare a P). Nel seguito inoltre si indichera con F¥ la o-algebra generata
da F? e gli insiemi P-nulli, ossia (FF);>o sara il completamento di (F});>o rispetto a P.

Proposizione 6.1.5: Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(1) Q< P;
(2) D é processo Ul;

(8) per ognit > 0 si puo estendere Q ad una probabilita Q su F¥ (completamento di F
rispetto a P) t.c. Q < P.

Dimostrazione. (1) = (2). Osserviamo che se Q < P, possiamo prendere Do, = % ed
osserviamo che vale Ep [Doo | FY] = D¢ P-q.c. (verificando la definizione di speranza
condizionale) di conseguenza si ha 'uniforme integrabilita cercata.

(2) = (1). Per quanto noto sulla convergenza di martingale uniformemente integrabili

a tempo continuo P-q.c. continue a destra si ha D'esistenza di una v.a. Dy, € L'(P) t.c.

LY(P
D, —(>) D4, quindi in particolare

Ep (Do) =, lim_Ep [Dy] = 1.
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Sia A € F? allora grazie sempre alla convergenza in L'(P) si ha
Ep []lADoo] = SEIEOO Ep []lADS]
— lim Ep [14Dy]

s——+00
s>t

= lim_Qzp(4) = Q(4)
s>t

quindi per ogni A € Upso FY = Fo = F vale Ep [14Ds] = Q(A), ossia Do dP = Q.
Quindi Q <« P. -

(1) = (3). (Facoltativo) Essendo Q < P i nulli di P sono contenuti nei nulli di Q, quindi
FP & una sotto-o-algebra di FQ e prendendo Q = Q| 7p (con Q l'usuale estensione di Q
a FQ completamento rispetto a Q di F ) si ha quanto voluto.

(3) = (1). (Facoltativo) Sia A € FO = F t.c. P(A) = 0. Allora A € FF per ogni t > 0,

quindi Q(A) = 0. Di conseguenza Q < P. O

Proposizione 6.1.6: Se Q <P e T ¢ un (F?)-tda, allora Dy ¢ densita di Q| ron{T<+00)
rispetto a P\]—"%ﬂ{T<+oo}'
Dimostrazione. Sia A € F, allora AN{T <t} € F,, C F7, infatti per ogni s > 0

(AnN{T <tH)N{TAt<s}=AN{T <s} e F°

dunque AN{T < t} € FP,, ed inoltre se B € F%,, allora B = BN{T At < t} € F,
quindi .7:% At C F?. Di conseguenza, per il Teorema d’arresto opzionale, si ha

QAN{T < }) = Ep [Langr<n Di]
=Lp :]lAm{Tgt}[EP [Dy | fTAtﬂ

=[p _]lAﬂ{Tgt}DT/\t}

=[p _JlAﬂ{Tgt}DT} :
e mandando t 400 si ottiene {T' <t} " {T < +oo}, dunque
QAN{T < +o0}) = lim QAN{T <t})
t——+o00
= tiiinoo Ep [1Am{T§t}DT}
=Ltp [ILAO{T<+oo}DT} :
O
Proposizione 6.1.7: Per ognit > 0 la v.a. D; é strettamente positiva Q-q.c., anzi posto

T=inf{t>0| D; =00 D,- =0}

vale Q(T < +00) = 0.



146 6.1. Teorema di Girsanov

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che 7' & un (F?)-tda. Dato n € N poniamo
. 1
T,=inft>0]| Dy < —
n

questi sono (FP)-tda e T, < T. Siano quindi n,m € Ny, vale {T < m} C {T), < +oc},
quindi usando la Proposizione precedente si ha

SEE

Q(T <m) <Q(T, < +) =[Ep [DT7L1{TH<+oo}} <

quindi passando al limite per m — +o0 otteniamo

Q(T < 400) <

SENS

per ogni n € N4 da cui segue Q(T' < +o0) = 0. O

Osservazione 6.1.8: Supponiamo Q< P. Sia X = Xo+M+A una (Fy, P)-semimartingala
continua.

e Vale V;(A) < 400 P-q.c. per ogni t > 0, quindi si ha anche V;(A) < +00 Q-q.c. per
ogni t > 0 (in quanto A & (F?)-adattato).

o Presot > 0 ed una successione di partizioni di [0, 00) (Ay)nen t.c. [Ap| — 0, vale la
convergenza

o My — My |2+ | My — M) [? "2 (M), in probabilita sotto P
’iEN+ i i—1 k
M <t
ed essendo tutte le v.a. FP-misurabili (essendo M (FP)-adattato) e Qro < Pypo
vale anche

S My — My [*+ [My — Moo |* "5 (M), in probabilita sotto Q.
’iE[N+ 1 i—1 k
M <t

Similmente si vede che se X e Y sono due (F;)-semimartingale rispetto sia a P che
a Q vale che il bracket (X,Y) calcolato sotto Q & uguale a quello calcolato sotto P.

Veniamo quindi al teorema della sezione.

Lemma 6.1.9: Se M ¢ un processo continuo t.c. esiste una successione (Ty,)new di (Fp)-
tda t.c. Ty, /" +o00 Q-q.c. e M™Tn ¢ (F?,Q)-martingala locale continua per ogni n € N
allora M ¢ una (F?, Q)-martingala locale continua.

Dimostrazione. A meno di sostituire T,, con T;, A n possiamo supporre T,, finito per ogni
n € N ed a meno di considerare M — My possiamo supporre My = 0. Grazie alle ipotesi per
ogni n € N troviamo una successione di (F})-tda (T,Sf))mgw t.c. T /' 400 per m — 400
Q-q.c. e MT"/\TT(:> ¢ una (Fy, Q)-martingala continua limitata per ogni m,n € N. Ora
avendo preso i T, finiti vale

{T™ < T,} N\ 0@ per m — +oo per ogni n € N
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e quindi Q(T,Sf) < T,,) \( 0 per m — +o0 per ogni n € N. Di conseguenza per ogni n € N
esiste un my, € N t.c. QTN < T,) <27, allora 3,,cn QT2 < Tp,) < 400 e quindi per
il Lemma di Borel-Cantelli si ha

Q (Téﬁ? < T, frequentemente in n) =0
basta quindi osservare che

(T AT A oo} € {T, AT

n

Tr(n’;) frequentemente in n}
= {T,S{Q < T, frequentemente in n}

per ottenere
Q (T AT 4 +00) = 0.

Quindi (Tgﬁ? A Tp)nen € Q-q.c. tendente a +o0o e per ogni n € N il processo arrestato

(n) N . . .. c 8 qs
MTmn Tn & una martingala continua limitata, la tesi & dimostrata. O

Teorema 6.1.10 (di Girsanov): Supponiamo che Q <P e che il processo delle densita D
sia continuo. Ogni (Fy,P)-semimartingala continua ¢ anche una (F_, Q)-semimartingala
continua. In particolare data una (F_,P)-martingala locale continua M, il processo

N t
Mtth—/ D'd(D, M), Vt>0
0

¢ una (F?, Q)-martingala locale continua. Inoltre presa una seconda (Fy,P)-martingala
locale continua N vale
<M7N> = <M7N> = <M7N>

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema per passi.

Passo 1. Dimostriamo che un processo continuo e (Fp)-adattato X ¢ una (F,Q)-
martingala locale continua se XD ¢é una (F{,P)-martingala locale continua.

Supponiamo che X D sia una (F_, P)-martingala locale continua e supponiamo senza
perdita di generalita Xy = 0 (a meno di sostituire X con X — Xy). Prendiamo (7)nen
(FP)-tda t.c. (XD)T* sia una (Fy, P)-martingala continua limitata e X' sia limitato per
ogni n € N (basta per ogni n € N prendere il minimo tra 1'n-esimo tda di una successione
di tda associati a XD e S, = inf{t > 0| |X¢| > n}).

Se S < T sono due (F?)-tda limitati, grazie al Lemma precedente vale

tq [XSH} =Ep :XgnDTnAS}
=Fp [(XD)§]
(Teo. d'arr. opz.) = LEp {(XD)%}

-ca[xF]

da cui segue che XTn & una (F?, Q)-martingala continua limitata grazie al Teorema d’ar-
resto opzionale per ogni n € N. Inoltre T,, /* +o00 P-q.c. dunque 7T,, /" +00 anche Q-q.c.,
infatti T,, 7, quindi vale 'uguaglianza

{T,, #» +o0} = | J{T <k VneN}
keN
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e di conseguenza essendo Ay = {T,, <k Vn e N} € ]-',8 per ogni k € N si ottiene

QT # +00) < > Q(Ar) = > Ep[14,D] =0

keN keN

in quanto Ay C {T;, / +o0}, dunque P(Ax) = 0 per ogni k € N.
Passo 2. Dimostriamo che M ¢ una (F_, Q)-martingala locale continua.
Definiamo per ogni n € N il (F})-tda

1
T, =inf{t >0| D, < -}
n

ed osserviamo Elile allora per ogni n € N I'integrale fO it D;1d(D, M), ¢ finito (Dg > %
per s < Ty) e M™» & una (Fy, P)-semimartingala continua. Usiamo quindi I'integrazione
per parti stocastica insieme al fatto che dM; = dM; — D, 1 d(M, D); per scrivere

—~ — ToNt Tu At N
M} DI = MyDy + M,dD, + / Dy dM, + (M, D)7,
0 0
TaAt

TNt Tt
= MyDg + M,dDg + / DsdM, — / Dst_l d(M, D)s + (M, D)Tn,\t
0 0 0

Tant ToAt
= MyDy + MSst—i—/ Dy dM,
0 0

Dunque (MD)T+ & una (F?, P)-martingala locale continua. Ma T}, /* 400 Q-q.c. (in
quanto D & una (F?, P)-martingala Q-q.c. strettamente positiva), dunque grazie al Lemma
6.1.9 si ha che M D & una (Ft, P)-martingala locale continua e usando il Passo precedente
si ottiene quanto voluto. O

Osservazione 6.1.11: D’ora in poi useremo anche la notazione "dot” per indicare I'in-
tegrale stocastico. Cioe, quando ha senso, H - M indichera il processo integrale stocastico
di H rispetto ad M.

Proposizione 6.1.12: Sia M una (Fy, P)-martingala locale continua. Se H € L? (M, P)
e Q< P, allora He L? (M,Q) e

loc

—_~— —_—

H- M=H- M.

Dimostrazione. La prima affermazione & una conseguenza dell'uguaglianza (M) = (M).
Preso D il processo delle densita, vale

H-M=H-M—-D'. (D H-M)
—H-M—-D'-(H-(D,M))
=H-M— (D7'H)- (D, M))
=H-M—-H- (D' (D, M))
—H-(M—-D"-(D,M))=H- M.
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Definizione 6.1.13: Una coppia di probabilita (P, Q) & detta coppia di Girsanov se P ~
Q ed il processo delle densita D e continuo. In tal caso I'applicazione M +— M = Gg (M)
e detta trasformata di Girsanov da P a Q.

Osserviamo che se (P, Q) & una coppia di Girsanov allora in particolare Q‘ Fo PI 70
per ogni t > 0 e il processo delle densita D & continuo, questo fatto ci permette di dire che
D; & strettamente positiva anche P-q.c. per ogni ¢ > 0 (in quanto D & (Fy)-adattato). In
questo caso ¢ applicabile al processo delle densita D il seguente utile risultato.

Proposizione 6.1.14: Se D ¢ una (F,P)-martingala locale continua P-q.c. stretta-
mente positiva, allora esiste un'unica L (F?,P)-martingala locale continua t.c.

1
Dt == g(L)t = exXp (Lt - 2<L>t) Vit Z 0.

Inoltre L soddisfa
t
Ly = log(Dy) + / D;1dD,.
0
Dimostrazione. Definiamo la (Fy, P)-martingala locale continua L; = 1og(D0)+fg D;ldD;.
Ricordiamo che per quanto noto sull’esponenziale stocastico vale che £(L) & I'unica solu-

zione dell’EDS
dXy = XydL, Xo = exp(Lo)

Osserviamo che essendo per definizione dL; = D, 14D, vale

dD; = D;D; ' dDy = D; dL;
e che Dy = exp(Ly), dunque D; = E(L); P-q.c. per ogni t > 0. O
Corollario 6.1.15: Supponiamo che Q|]_-to ~ P|J'}° per ogni t > 0 e che il processo delle
densita D sia continuo. Allora esiste un'unica L (F_,P)-martingala locale continua t.c.

D =E&(L), ossia
Qo =&(L)¢dPjro VL2 0.

In particolare L é della forma
t
Ltzlog(DOH—/ D;YdD, vt>o.
0

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione precedente e dalla Proposizione 6.1.7. O

Quindi & utile riscrivere il Teorema 6.1.10 di Girsanov nel seguente modo, che e appli-
cabile nel caso in cui Q| FO P| F0 ber ogni t > 0, quindi in particolare quando (P, Q) &
una coppia di Girsanov.

Teorema 6.1.16 (di Girsanov, versione esponenziale): Supponiamo che esista una L
(FP,P)-martingala locale continua t.c.

Quro = E(L); APz Yt >0

allora M — M = M — (L, M) manda (F?,P)-martingale locali continue in (F°,Q)-
martingale locali continue.
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Dimostrazione. Osserviamo che essendo D; = £(L); P-q.c. strettamente positivo vale che
Qo ~ P|zo per ogni ¢ > 0. Inoltre D' (D,M)= (D' D,M) = (L, M), da cui segue
M=M-— (L, M). 1l resto segue dalla Proposizione precedente e dal Teorema 6.1.10 di
Girsanov. O

6.2 Criteri di Kazamaki e Novikov

Nella maggior parte delle applicazioni del Teorema di Girsanov & data una (Fp,P)-
martingala locale continua nulla in 0, L, e si costruisce quindi Q ponendo Q‘ Fo =
& (L)th| Fo per ogni t > 0. Tale costruzione pero, per avere senso, ha bisogno che
E(L) sia una (F?,P)-martingala continua "vera” (in quanto abbiamo visto che se Q &
un’altra probabilita t.c. Q < P allora il processo delle densita ¢ una (Fy, P)-martingala).
La discussione appena fatta motiva la ricerca di criteri per stabilire quando £(L) ¢ una
(F?, P)-martingala continua.

Per farlo ci mettiamo per comodita nel setting di un fissato spazio di probabilita filtrato
generico (Q, F, (F7)i>0, P) con filtrazione continua a destra.

Lemma 6.2.1: Se Y ¢& una supermartingala positiva con limite P-q.c. Yoo € LY(P) t.c.
E[Yoo] = E[Yo] allora é una martingala UL

Dimostrazione. Infatti per il Lemma di Fatou condizionale si ha che
.. o]
Yo | ] < impnr e [ | 7] =
dunque prendendo i valori attesi si ottiene
E[Yoo] < E[Yy] < E[Yo]

(in cui si & usata la proprieta di supermartingala nella seconda disuguaglianza) ma E [Y ] =
E [Yo] per ipotesi dunque E [Y;] = E[Yp] per ogni ¢ > 0, da cui segue che ¢ una martingala
(una supermartingala con funzione di media costante ¢ una martingala). Inoltre sempre
da quanto detto sopra segue che Y; — E [Yoo ‘]_—to] > 0 per ogni t > 0 ed inoltre

E[Yi— E [Yoo | 7] = E[Yi] — E [Yao] = E[¥i] — E[¥g] = 0

da cul ¥; = E[Ys ]]—"to] P-q.c. per ogni t > 0, da cui segue 'uniforme integrabilita
voluta. O

Teorema 6.2.2 (Criterio di Kazamaki): Se L é una martingala continua UI t.c.

fo (2] < 4o

allora £(L) é una martingala continua UL

Dimostrazione. Essendo £(L) = E(L — Lg) exp(Lo) possiamo assumere senza perdita di
generalita Ly = 0. Sia a € (0,1) e T tda P-q.c. finito, vale

CL2

E(aL)r = exp (aLT - 2(L>T> = exp((a — a®)L7) exp <a2 (LT - ;<L>T>) . (6.1)
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Osserviamo quindi che per ogni I' € F vale
Fl1r&(al)r] = E [1F exp(a(l — a) L) exp <a2 <LT - ;(L>T>)}
= E [trexp(a(l — ) Lr)E(L)}]

usiamo quindi la Disuguaglianza di Holder con p = a% (¢g=- = _1a2) per ottenere

1—a?
2

F[1ré(aL)r] < E |1rexp (HLT> E[10&(L)7]"

= _Ilp exp (1 LT>
< E i e ( / >
XP i
L 1+a

ﬁLT) | T tda P-q.c. ﬁnito} ¢ Ul per ottenere automatica-

mente che anche la famiglia

2
1-a 5

E[1r&(L)7]"

2

l1-a

vorremmo dire che {exp(

{€(aL)r | T tda P-q.c. finito}

e Ul Osserviamo che per la Disuguaglianza di Jensen condizionale ed il fatto che per
a€(0,1) vale 13 < 3, si ha

1
exp (1 a LT) =exp (1j_afE[Loo \fT]) <E {eXp (2Loo) !J'"T]

ma per le ipotesi exp (%Loo> € L'(P), dunque si ha I'uniforme integrabilita voluta. Questo

ci permette di dire che £(aL) & una martingala Ul Infatti possiamo passare al limite per
n — 400 nella proprieta di martingala di £(aL)I 17, <o, con (T},)nen tda associati a £(al),
per ottenere la proprieta di martingala per £(aL).

Come conseguenza, per ogni a € (0,1), si ha l'esistenza di una v.a. S(aL)oO e LY(P)
t.c. E(al)y — E(aL)oo P-q.c. ed in LY(P), in particolare E [E(aL)s] =

Per concludere dimostriamo adesso che £(L) ¢ una martingala UL Essendo E(L) una
supermartingala positiva continua si ha Desistenza di una v.a. &(L)s € LY(P) t.c.
E(L)y — &(L)s P-q.c. (attenzione ancora non sappiamo se vi converge in L!(P)).
Inoltre essendo L martingala continua UT si ha l'esistenza di una v.a. Lo, € L'(P) t.c.
Ly — Loo P-q.c. ed in LY(P).

Dall’equazione (6.1), per ogni a € (0,1), vale

E(aL)oo = exp(a(l — a)Log)E(L)%

o0
quindi usando come prima la Disuguaglianza di Holder otteniamo

2

1=E[E(aLl)s] < E [exp (&Lmﬂ e [E(L)ae]” < 1, (6.2)

mandando a 1 si ottiene usando il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue che

2

a 1—a
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e quindi

1<E[E(L)s) <1
ossia E[E(L)oc] =1 = E[E(L)o], da questo segue che £(L) ¢ una martingala continua Ul

grazie al Lemma 6.2.1. O

Corollario 6.2.3 (Criterio di Novikov): Se L é una martingala locale continua e
1
E [exp (2<L>oo>} < 400
allora £(L) € una martingala continua UL

Dimostrazione. Essendo E(L) = E(L — Lg) exp(Lo) possiamo assumere senza perdita di
generalitd Ly = 0. Vogliamo usare il Criterio di Kazamaki (Teorema 6.2.2). Osserviamo
che sotto le nostre ipotesi L € in realta una martingala continua Ul, infatti x < exp (%)

E[(L)o] < E [exp <<L2>°°)]

e quindi L € HZ (Proposizione 3.1.40). Dunque rimane da dimostrare soltanto che
exp (%") € L'(P). Per ogni t >0 ed a > 0 vale

E {exp <I;)] =L [exp ([; —a(L); + a(L)t)]

(Cauchy-Schwarz) < [E [exp (L; — 2a(L)¢)]? E [exp (2a(L))]

per ogni x € R, da cui segue

N
N

che per a = i ci da per ogni t > 0

E {exp (I;)] <E [E(L)t]% £ [exp (;(Lﬁ)r <E {exp (;(I&oo)]é < +00.

Se t — +o00 si ha Ly — L P-q.c. e dal Lemma di Fatou segue

1
1 2 1
— < lim 1 — .
E {exp <2LOO>} < ltu_rg_&&fﬂ-: {exp (2Lt)] < 40

Corollario 6.2.4: Se L ¢ una martingala locale continua nulla in 0 e

E {exp <;(L>t)] <400 VE>0

allora £(L) € una martingala continua (non necessariamente Ul).

Dimostrazione. Infatti per ogni tda T vale (LT) = (L)T, dunque (LT)oo = (L)r ese T =1t
¢ deterministico si ottiene (L')o, = (L);. Ma grazie alle ipotesi, per ogni ¢ > 0, si ha

E {exp (;(Lt%o)} = [exp (;(L%ﬂ < 40

quindi possiamo applicare il Criterio di Novikov (Corollario 6.2.3) ad ogni L! per dire
che (Ls)s<¢ ¢ una martingala continua UI per ogni ¢ > 0, quindi si ottiene che L ¢ una
martingala continua. O
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Esempio 6.2.5: Se B ¢ un MB std, H € L? (B) e vale

loc

1 t
E [exp </ H52 ds)
2 Jo
allora I’esponenziale stocastico £(H - B) = exp (fg H;dB; — % fg H? ds) € una martingala
continua per il Corollario precedente, ma in generale non e UL

<400 VE>0

Se ad esempio si prende Hg = 1 per ogni s > 0, allora
t
S(HB)t:E(B)t:exp (Bt—2> VtZO
che non ¢ Ul, infatti P-q.c. vale

lim E(B)t:tlim exp (t (?—;)) =0

t—+o00 ——+o00

quindi se £(B) fosse UI per il Teorema di convergenza di Vitali dovrebbe convergere in
LY(P) a 0, ma invece E [£(B);] = 1 per ogni t > 0, quindi E [£(B)] /4 0.

Ma se in piu vale
1 [t
Llexp| = H2%ds
2 Jo

allora £(H - B) ¢ una martingala continua UI per il Critero di Novikov (Corollario 6.2.3).

< +00

Osservazione 6.2.6: Osserviamo che se L ¢ una martingala locale continua con £(L)
martingala continua UI, allora esiste una £(L)s € LY(P) t.c. limite P-q.c. ed in L!(P)
e t.c. E(L); = E[E(L)oo | FP] per ogni t > 0. Quindi se si definisce una probabilita Q
mediante

Quro = E(L);dPrp V£ >0

in realta si ha Q < P. Infatti se A € F = ;> F? allora esiste un t > 0 t.c. A€ F e di
conseguenza si ha

Q(A) = Ep [1a€(L))] = Ep [14Ep [£(L)o | F{]| = Ep [14E(L)w]
ossia in realtd Q = £(L)x dP. Infine nel caso in cui £(L)s > 0 P-q.c. si puo concludere

addirittura che Q ~ P (infatti {€£(L)o = 0} ovviamente & anche Q-nullo).

6.3 Il teorema e la formula di Cameron-Martin

Utilizziamo quindi quanto dimostrato finora per studiare la misura di Wiener, in partico-
lare dimostreremo la sua ”quasi-invarianza” rispetto a determinate operazioni sul MB std.
Torniamo nel setting della prima sezione.

Proposizione 6.3.1: Supponiamo Q < P e che il processo delle densita D sia continuo.
Sia B un (F?,P)-MB std, allora B= B — D~'.(D,B) ¢ un (F,Q)-MB std.

Dimostrazione. Per il Teorema 6.1.10 di Girsanov sappiamo che Bé&una (F, Q)-martingala
locale continua con (B); = (B); =t per ogni t > 0 e By = 0. Quindi per la caratterizza-
zione del MB di Lévy segue che B & un (F7, Q)-MB std. O
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Osservazione 6.3.2: Sia L una (F}, P)-martingala locale continua nulla in 0 t.c. £(L)
sia una (F?, P)-martingala, allora definendo

preso B un (Fy,P)-MB std, il processo
B;=B;—(L,B); Vt>0

& un (F?, Q)-MB std.
Supponiamo adesso che sia L = H - B con H € LIZOC(B) adeguata, in tal caso

t 1 t
Q}-tozexp</0 HSdBS—Q/O HZds dP| 7o,

(L,B) = (H-B,B), = (H - (B)); = /0 H, ds

allora

percio
t
Bt = Bt —/ HSdS.
0

& un (FY, Q)-MB std.

Definizione 6.3.3 (Spazio di Cameron-Martin): Diciamo che una h € W appartiene a
CM se esiste una funzione b’ € L?([0,00), L) t.c.

t
h(t) = / W(s)ds V> 0.
0
Lo spazio CM e detto spazio di Cameron-Martin.

Nel seguito se X & un processo stocastico continuo su uno spazio di probabilita (2, 7, P)
indicheremo con Px la sua legge su W = C([0, 00)).

Teorema 6.3.4 (di Cameron-Martin): Sia B un (F,P)-MB std e h € CM allora la
legge del processo B definito come

t
Bf:Bt—/h’(s)ds:Bt—h(t) Wt > 0
0

é equivalente a quella di B.
Questa proprietd € nota come quasi-invarianza della misura di Wiener rispetto alla
traslazione di una funzione in CM.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che grazie alle ipotesi su h e grazie al Criterio
di Novikov (Corollario 6.2.3) il processo £(h' - B) & una (F7, P)-martingala contiua Ul,
quindi come detto nella precedente Osservazione se definiamo la probabilita Q attraverso

t t
Qr0 = exp </0 R (s) dBs —;/0 (h’(s))2d3> dP| 7o,
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allora il processo
_ t
Bt:Bt—/ W (s)ds = By — h(t) = Bl vt >0
0

& un (F?, Q)-MB std. Inoltre per quanto detto nell’Osservazione 6.2.6 si ha Q = Ej,(B) dP
con En(B) = exp ( 0+°O B (s)dBs — % OJrOO(h’(s))2 ds) > 0 P-q.c., in particolare Q ~ P.
Ma indicando con p = Pp = Qpgn la misura di Wiener, si ottiene

Py~ Qpn=Pp=p

che & quanto voluto. ]

Corollario 6.3.5: Nel contesto nel Teorema precedente vale in particolare
Ppip = Epdu
o . . . o +o0 1y 1 p+too gy 2
con pu = Pp la misura di Wiener e Ej,(w) = exp (( o P(s) dbs) (W) =35 Jo  (P'(s)) ds)

per ogni w € W, in cui con (b)i>0 st é indicato il processo delle coordinate/valutazioni su

(W, B(W), ) (che quindi é un MB std).

Dimostrazione. (Facoltativo) Infatti se Q € definita come nella precedente dimostrazione,
per ogni f: W — R continua e limitata si ha

/W f(w) dP g4 (w) = Ep [f(B + h)]
Eq [ f(B"+h)]

Fq l/(B))

Ep [f(B)En(B)] = /W £(w) By (w) dpu(w)

(h deterministico) =

da cui la tesi. ]

Osservazione 6.3.6: Osserviamo che nel contesto del Corollario precedente, consideran-
do un MB std B come v.a. a valori in W vale ( 0+OO B (s) dbs) (B) = 0+OO h'(s) dBs, quindi
la notazione di Ej, & consistente.

Tale uguaglianza si puo verificare usando il Corollario 3.2.45 e quanto detto nell’Osser-
vazione successiva a tale Corollario, infatti 'uguaglianza vale banalmente nel caso in cui b/
e semplice, poi si prende una successione di funzioni semplici che converge puntualmente
L'-q.o. a b/ ed a meno di modificare h’ su un insieme £'-nullo possiamo supporre che
la vi converga ovunque su [0,00), quindi si passa al limite nell’'uguaglianza voluta usan-
do il Corollario e 1'Osservazione prima menzionati per ottenerla per h' € L?([0,00), L!)
generica.

6.4 Applicazione del teorema di Girsanov alle EDS

Fissiamo sempre uno spazio di probabilita filtrato (Q, F, (F7)i>0, P) con filtrazione conti-
nua a destra. Siano f:[0,00) x W — R e g:[0,00) x W — R progressivamente misurabili
e consideriamo 'EDS e, (f, g) con coefficienti dati da f e g e dato iniziale = € R, cioé

dX, = g(t, X)dt + f(t, X)dB,, Xo=2.
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Supponiamo anche che esista una soluzione a tale EDS. Consideriamo una funzione h :
[0,00) x W — R progressivamente misurabile e limitata e definiamo la martingala locale
continua L come

t
Lt :/ h(s,X)dBs Vt>0.
0

Lemma 6.4.1: [l processo E(L") ¢ una martingala continua.

Dimostrazione. Infatti per ogni t > 0 vale

E lexp (;/0 h(s, X)? ds)

dunque la tesi segue dal Corollario 6.2.4 del Criterio di Novikov. O

<400 VzeR (6.3)

Essendo £(L") una martingala possiamo definire la probabilitd Q attraverso Q| Fo =
E(LM), dP‘ Fo per ogni t > 0. Per costruzione Q < P. Abbiamo dimostrato grazie al
Teorema 6.1.10 di Girsanov che

_ t
Bt:Bt—<Lh,B>t:Bt—/h(s,X)ds vt >0
0

¢ ancora un MB std (Proposizione 6.3.1 ed Osservazione successiva). Vale il seguente
risultato.

Teorema 6.4.2: Se (X,B) ¢ una soluzione di e;(f,g), allora (X,B) ¢ una soluzione
dell’EDS e, (f,g + fh).

Dimostrazione. Infatti preso t > 0 vale

t

Xe=z+ [ g(s,X)ds+ st

t

=+ ngds+/st) (B +(L", B),)

t

%%%

9(5,X) + f(s,X)h(s, X)) ds+/f X)dB,.

O]
Corollario 6.4.3: Se h: R — R ¢ continua e limitata, allora esistono soluzioni per ’EDS
dX; =h(Xy)dt+ dB;, Xo=0

in cui B é un MB std.

Dimostrazione. Prendiamo W un MB std, allora (W, W) & soluzione dell’EDS eq(1,0).
Applicando il Teorema precedente troviamo che (W, B) con

. t
=W, =W, - / h(Wy) ds
0

¢ una soluzione di eg(1, h), che ¢ 'EDS considerata. O
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Ricorrenza e Transienza del MB

In quest’appendice andremo a studiare alcune proprieta MB? std al variare di d € N, (tali
proprieta si trasferiscono poi in modo ovvio anche a MB? che partono non dall’origine). In
particolare, in qualche senso, analizzeremo il suo movimento nello spazio d-dimensionale:
quali regioni visita? Visita ogni aperto/chiuso? Con che probabilita lo fa?

Fissiamo uno spazio di probabilita (2, F,P). Iniziamo dando della terminologia.

Definizione A.0.1: Un processo stocastico X = (X;);>0 a valori in uno spazio topologico
E & detto

e ricorrente per punti se per ogni x € F

PE3t>0 X;=u2)=1;

e ricorrente se per ogni A C E, A # (), aperto

P(HtZO XtEA):l;
e transiente se non € ricorrente.

Osservazione A.0.2: Ovviamente un processo ricorrente per punti € anche ricorrente.

Fissiamo B = (By)i>0 = (B;)g(l]d un MB? std con d > 1, inoltre per ogni z € R? ed
ogni a > 0 sara
T =inf{t >0 | ||B; — z| = a}.

Osserviamo preliminarmente che se d = 1 abbiamo gia la risposta alle nostre domande
praticamente a portata di mano.

Teorema A.0.3: Se d =1 allora B ¢ ricorrente per punti.

157
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Dimostrazione. Semplice conseguenza della Proposizione 4.3.2. O

Proposizione A.0.4: Siano a,b >0 ex € R t.c. a < ||z| < b, allora

log(®)log(la]) . 7 9
P < T) = | iy
e sed 23

Dimostrazione. Fissiamo un d > 2 e un € R% x # 0. Consideriamo per ogni y € R?,

y#x

log([ly — =) sed=2

= — X =
f(y) = e(lly =) { L wd>3

lly—=|l
e per ogni ¢t > 0 chiamiamo X; = f(B;). Ovviamente f € C%(R?\ {x}) e un semplice
conto mostra che f & armonica su R? \ {z}. Dico quindi che X7e"5" = (f(Bynrs AT )0
& una martingala, infatti usando la Formula di It6, osservando che BTaTy’ ha, traiettoria
con immagine P-q.c. contenuta in {y € R? | |y — 2| € [a,b]} C R?\ {2} (ossia possiamo

effettivamente usare la Formula di 1t6), si ottiene
t 1 t
Xinrgnrz = f(0) +/ Vf(Bsargary) dBs + 2/ Af(Binrgnrs) ds
0 0

ATEATE
— £(0) + /0 Vf(B.)dB,

T T . . . N Y . .
dunque X7a/Ty ¢ una martingala locale continua, ma in realta & una martingala continua

Ul, infatti:

o sed >3 felimitata su {y € R? | |ly —z| € [a,b]} € R?\ {z}, dunque XT"T¥" ¢&
una martingala continua limitata;

e sed=2,vale Vf(y) = H;—_:Ilz eperi=1,2siha

TENT?® (i 2
PN (BI— a 1
[El/ bwd81§2<+oo
0 |Bs — = b

quindi, per la Proposizione 3.2.32, X7a Ty ¢ H2.

Di conseguenza
E[f(Birgazy)| = £(0) = ¢(le])
che diventa (essendo P(Ty < T') + P(T7 > T)}) = 1)
e(a)P(T7 < Ty) + ¢(0)(1 = P(T7 < T77)) = ¢(llz)

da cui segue facilmente la tesi. O

Lemma A.0.5: Sianoa>0ex €R? t.c. 0<a < |z|, allora

p(T? ) 1 sed=2
< 4+ox0) = _
¢ % sed > 3.

ll=]
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Dimostrazione. Segue dalla Proposizione precedente passando al limite per b — 4o00. [

Teorema A.0.6: (1) Se d =2 allora B é ricorrente ma non ricorrente per punti.

(2) Se d > 3 allora B ¢ transiente. In particolare per ogni x € RY, x # 0, esiste un
€ >0 t.c.
P(3t >0 B:; € B(r,e,)) < 1.

Dimostrazione. (1) Dal Lemma precedente nel caso d = 2 si deduce che per ogni x €
R?\ {0} ed ogni a > 0 la traiettoria di B entra in B(z,a) con probabilita 1 e By = 0,
quindi la proprieta di ricorrenza voluta. Vediamo adesso che B non é ricorrente per
punti. Fissiamo z € R?, 2 # 0 ed osserviamo che

log(n) — log([|=|))
(1+n)log(n)

P(Ti, < T3) =

per n — +oo. Sia T = inf{t > 0 | By = x}, vale T* > T?_,,, dunque {T% < T} C
{Tr, <T7}, ma T /400 P-q.c., dunque

P(T" < +o0) = lim P(T* <T7) < lim P(T7.. <T;)=0

n—-+0o00 n—-+o00

che equivale a quanto volevamo provare.

(2) Dal Lemma precedente nel caso d > 3 si osserva che se a ¢ abbastanza piccolo
P(T7 < 4+00) < 1, da cui quanto voluto.
O

In realta per d > 2 non solo B non ¢ ricorrente per punti ma ogni punto non viene q.c.
mai visitato da B.

Proposizione A.0.7: Sia d > 2 allora per ogni = € R vale
P(3t>0 B;=xz)=0

Dimostrazione. Osserviamo che dire fissato x € R%, il fatto P(3t > 0 B, = x) = 0
equivale a P(T{ < +00) = 0. Dimostriamo quest’ultimo fatto. Osserviamo che

{T§ <+oc} () {T%-+ < +oo}

m> |z

e per il Lemma precedente P (T%_, < 4+00) = (m ||z|)~*"2 per ogni m > ]|, quindi

P(T§ < +00) <P (N {T:-1 < 400}

-1
m>||z|]

L . L —d+2 _
= lim P (T] <4o0) = lm (m|]))~""=0.

O]

Grazie all’'ultimo fatto dimostrato possiamo dimostrare anche il seguente interessante
fatto.
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Proposizione A.0.8: Se d > 3 allora P-q.c. vale | B — 400 per n — +oo.

Dimostrazione. Fissiamo z € R?, x # 0, qualsiasi. Consideriamo la funzione f € C2(R?\
{x}) t.c. per ogni y € R?\ {z}

1
W = =

Un semplice conto mostra che f ¢ armonica e grazie alla Proposizione precedente sappiamo
che B ha immagine P-q.c. contenuta in R?\ {z}, dunque possiamo usare la Formula di
It6 con f(B) per ottenere

F(B) =10 + [ ViB)aB o+ [ AnE)as

. N 1
(f & armonica) = f(0) + 2/0 V f(Bs)dBs

dunque f(B) & una martingala locale continua positiva e quindi ¢ anche una supermartin-
gala continua positiva. Una supermartingala positiva & sempre limitata in L'(P), dunque
per quanto noto sulla convergenza di supermartingale si ha l’esistenza di una v.a. non
negativa X € L'(P) t.c. f(B;) — X P-q.c. per t — +o00. Ma se B = (B")"=14 si ha

p —d+2
F(Be) < (IBell = [l = | | D_(B)? — |||
i=1
e quindi P-q.c.
P K —d+2
X < timsup(| Bl — o)~ = |3 (lmswp Bf) ~[lafl | =0
t—+o00 i=1 t—+o00

in quanto grazie alla Proposizione 4.3.2 per ogni i = 1,...,d vale limsup,_, ., Bf = +00
P-q.c., si ha quindi la tesi. O

Esempio A.0.9 (Una martingala locale continua UI che non ¢ una martingala): Fissiamo
d>3edxzcRY x+#0. Sia B un MB? std e sia f come nella Proposizione precedente
allora definendo per ogni ¢ > 0

1
My=[(B) = ———3=
1B: — |
per quanto detto nella Dimostrazione precedente M €& una martingala locale continua.
Proviamo adesso che ¢ Ul e che non € una martingala. Proviamo che M e limitata in
LP(P) per p < ﬁ (d(d —2)~! > 1). Fissiamo quindi p < %, poniamo r = p(d — 2) e
chiamiamo B, = B(z,27!||z||) (che non contiene I'origine). Osservando che per y € B,
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vale ||y|| > 27! ||| si ottiene
) = E 15— ol ) = —— [yl exp (<120 ay
(2mt)2

1 y 1 ) y
= d/ ly — || TGXP( H ”) dy + d/ ly — 2" exp (—H H) dy
2 b 2t (2mt)z JBg 2t

(2mt)
1 o
< — e () [ a2 [ o (-1 g,
(2mt)2 ) Jp, [Jz]|" (27t) 2 2t
1 27| or
=Cy — exp <—M) / p " dp + = <M < 400
(27t)2 4t ) Jo |zl

in cui il primo integrale dell'ultima equazione ¢ finito in quanto essendo p < d(d—2)~"! vale

r <dequindi —r+d—1> —1. Quindi M é martingala locale continua Ul. Se fosse anche
una martingala, essendo UI, dovrebbe convergere P-q.c. ed in L}(P) ad una M., € L*(P).
In particolare M, dovrebbe essere non negativa e con E[My] = E [My] = |z 7% > 0.
Ma dalla Proposizione precedente sappiamo che || By — +oc per t — +oo, dunque
necessariamente Mo, = 0, che contraddice E[My] > 0.






B

Polinomi di Hermite e Creazione di
Martingale Locali Continue

Iniziamo definendo I'oggetto principale con cui lavoreremo in quest’appendice: i polinoms
di Hermite. Osserviamo che per ogni # € R la funzione

2
R > u+— exp <u:c—u2> € [0, 00)

¢ analitica. I polinomi di Hermite (hy,)nen sono quindi definiti attraverso la relazione
u™ u?
E —hp(x) =exp | ur — —
n! 2
neN

per ogni x,u € R. Di conseguenza per ogni x € R vale

22\ d" 22
pe— —1 n —_— — —_— .
u=0 ( ) o ( 2 ) dz" P < 2 )

Osserviamo che definendo per ogni n € N ogni « € R ed ogni a > 0

H,(z,a) = azhy, (%)

e Hy(x,0) = 2™ per ogni n € N ed ogni = € R, si ha

exp (ux — a;ﬂ) = exp (ﬁu\j& — (ué&)2>

= Z %a%hn <\;§) = Z %Hn(:v,a).

neN

u2
hy(z) = 0 exp | ux — >

quindi per ogni n € N, ogni z € R ed ogni a > 0

2
H,(z,a) = 0. exp (uac - a;)

u=0

163
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Osservazione B.0.1: Ricordiamo che e possibile provare per induzione su n € N che se

f € C™(R) vale
@ f (@) = 2/ @) +nf D @)

per ogni x« € R.

Lemma B.0.2: Se (Hj,)nen sono i polinomi definiti nella discussione sopra, per n € N
valgono le relazioni

OrHy(x,0) =nHy—1(x,a)

1
(265 + 8a) H,(z,a) =0
per ogni x € R ed ogni a > 0.

Dimostrazione. Siano n € Ni, x € R ed a > 0. Vediamo la prima relazione

2

2
= 0,0, €xp (ux - a;)
u=0

2
=0, (uexp (ux — CLS))

2
OxHy(z,a) = 0,0, exp (’LL:L‘ — au)

u=0

u=0
2 2
= [uﬁf} exp (um - CL;L) +nd" ! exp (uaz - az;)] =nH,_1(z,a).
u=0
Vediamo la seconda relazione
1 1 2
—02H,(x,a) = =0%0" exp | ux — a
2 2 2
u=0
1 2
= —9"9? exp (ux - au)
2 2
u=0
1 2
= -0, <u2 exp (um - au))
2 2
u=0

= —0,Hy(z,a).
0

Teorema B.0.3: Sia M wuna martingala locale continua con My = 0, allora per ogni
n € N il processo L™ definito per ogni t > 0 da

L™ = Hy(M;, (M)y)

¢ una martingala locale continua e per ognin € N ed ognit > 0

t t1 th—1
i = nl / dM,, / dM,, . .. / aM,, .
0 0 0

In particolare se M = B ¢ un MB std il processo L™ ¢ anche una martingala.
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Dimostrazione. Grazie al Lemma precedente, applicando la Formula di It6, si ottiene per
ognin € N ed ogni t > 0

t
LM = n/ L1 ds
0

da cui segue che L(™ ¢ una martingala locale continua ed iterando anche la rappresenta-
zione integrale della tesi. O

Osservazione B.0.4: Nel contesto del Teorema precedente, per n = 0, 1,2 si ottengono
le gia note martingale locali continue 1, M, M2 — (M).
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