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Spazi Normati e di Banach

1.1 Spazi Normati

Definizione 1.1.1: Uno spazio spazio normato su K = R o C & una coppia (E, ||.||), in cui E &
uno spazio vettoriale su K e ||.|| € una norma su E, cio¢ una funzione ||.|| : E — [0, +o0) t.c.

(D) |Ix|l =0 VxeEe|lx|]|]=0seesolosex=0¢€ E;
) [lax|l = [Alllx]| Vx € E VA € K;
B llx+yll < llx[[ + Iyl Vx,y € E.
Osservazione 1.1.2: Uno spazio normato (E, ||.||) ha una naturale struttura di spazio metrico con
distanza d : E X E — [0, +o0) data da
d(x,y) =llx -yl Vx,y € E.

Proposizione 1.1.3: Sia (E, || - ||) uno spazio normato allora le operazioni di somma tra vettori,
il prodotto per scalari e la norma sono applicazioni continue.

Dimostrazione. Per quanto riguarda la norma si ha
llxll < flx =yl + Iyl

ossia

llxll = 1yl < flx = yli
da cui segue

xll =Myl < llx =yl

dunque ¢ 1-lipschitziana. Per il prodotto per scalari abbiamo
||zx — toxo|| < ||tx — txol| + ||txo — toxo|| — Opert — ty e x — xp.
Mentre per la somma

[I(x +y) = (xo+yo)ll < llx —xoll + [y = yoll — O perx — xpey — yo.
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Proposizione 1.1.4: Tutte le norme su uno spazio vettoriale di dimensione finitaVsulK =R o C
sono equivalenti, cioé inducono su'V la stessa topologia.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia {ey, ..., e, } una base di V. Ogni x € V ¢ scrivibile in modo unico
come x = 2% | a;je; con {a;}i=1....n C K. Definiamo su V la norma (facili verifiche)

.....

n

n
lIx]lo = Z |a;| incuix = Za,—ei Vx eV.
i=1 i=1
Dimostriamo che ogni altra norma ||.[| su V € equivalente a ||.[|o. Osserviamo che se x = X" a;e;

si ha
n
lIxll < (max [le;|]) > la:l = (max [le;|])]|x]lo
1<i<n - 1<i<n

]

cioe ||.|| < M||.[locon M = max;<;<n |l€;||. Adesso consideriamo S = {(ay, ...,an) € K" | X, |a;| =
1} e la funzione

¢
S (ai,....ay) — |lajer +... +aye,||.

Notiamo che S ¢ chiuso e limitato rispetto alla topologia euclidea su K", inoltre ¢ & continua e

positiva su S, dunque vi ammette minimo m > 0. Dunque se x € V \ {0} e ||;Ho = 2L, aie;
abbiamo (ay,...,a,) € Se
X
=¢((ai,...,an)) 2 m Vx € V\ {0}
llxllo
da cui segue
lx]l = mllxllo Vx eV

perché per x = 0 vale I'uguaglianza. O
Proposizione 1.1.5:  Siano (E, || - ||g) e (F, || - ||F) due spazi normati ed L : E — F un operatore

lineare. Sono equivalenti:
(1) L é localmente limitata in 0 € E, cioé 3¢ >0 3C > 0 t.c. ||Lx||r £ C Vx € B(0,¢);
(2) L é continua in 0O;
(3) L é lipschitziana.

Dimostrazione. Se vale (1) allora per ognix € E\{0} siha § m € B(0, ) in quanto ” £

'L (51) EFE

E

<Ce

£
5. Dunque ’F

ILxllF < —llxlle
ma questo, essendo L lineare, implica (3) che implica (2) banalmente che a sua volta implica (1)
sempre banalmente. O
Definizione 1.1.6: Siano (E, ||.||g), (F, ||.||F) due spazi normati. Definiamo lo spazio
L(E,F)={T : E — F | T lineare e continua}.

e data L € L(E, F) definiamo la norma operatoriale di L come

Lx
L||op = su I HF: max ||Lx||r.
P p
20 IIXllE  lixlle=1

Inoltre denoteremo L(E) = L(E, E). Un operatore lineare continuo ¢ detto limitato.



Capitolo 1. Spazi Normati e di Banach 5
Proposizione 1.1.7: Siano (E, ||.||g), (F,||.||r) due spazi normati. La norma operatoriale su
L(E, F) é effettivamente una norma. Dunque (L(E, F), ||.||op) € uno spazio normato.

Dimostrazione. Facili verifiche. m]

Definizione 1.1.8: Sia (X, ||.||) uno spazio normato su K = R o C, definiamo il suo duale topolo-
gico come
X" ={¢ : X —> K| ¢ lineare e continua}.

Per x € X e ¢ € X* adotteremo la notazione
(¢, x) = ¢x.

E definiamo su X* la norma duale come

1l = llllx: = lI@llop = lsup (¢, x)| Vo € X"

lxll=1

Osservazione 1.1.9: Nel contesto della definizione precedente la coppia (X*, ||.||x+) forma uno
spazio normato.

Definizione 1.1.10: Sia (X, ||.||) uno spazio normato. Talvolta nel seguito useremo la seguente
notazione per indicare le palle unitarie di X

Bp ={xeE||x]l <1}
Bp={x€E||x| <1}.

Proposizione 1.1.11:  Se (X, ||.||x) e (Y, ||.|ly) sono spazi normati e definiamo su X XY la norma
max(||x||x, [|y]ly) per ogni (x,y) € X X Y. Vale che (X xXY)* é linearmente isometrico a X* X Y*
su cui é definita la norma || fl|x- + ||g|ly~ per ogni (f,g) € X* X Y*. In particolare lo é tramite
Y. X*"xXY* > (XxY) tc

Y(f.g)=f+g ¥(f.g) € X X"
Dimostrazione. (Facoltativo) Consideriamo la funzione lineare @ : (X X Y)* — X* x Y™ t.c.
O(f) = (f(.,0),f(0,.) Vfe(XxY)"
Questa ¢ bigettiva ed un’inversa (facili verifiche) ¢ datada ¥ : X* X Y* — (X xY)* t.c.
Y(f.g)=f+g ¥(f.g) € X' xY".
Vediamo che sono isometrie. Sia (f,g) € X* x Y™, allora

(s @Ml xxyys = I1f + &llxxrys < 1 lxxrys + gl xxyys = 1 llx- + 118y

da cui segue ||Wl[op < 1. Invece se f € (X xY)" e (x,y) € X XY con max(||x||x, [|lylly) = 1 allora

| (x, 0) + £(0, )] < | f (e, )+ [ £(0, I < [1f 1 ) max([lxllx, [1ylly) =[£I xxy)

da cui segue ||®@[|op < 1 e quindi quanto voluto. |
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1.2 Completezza Metrica e spazi di Banach

Definizione 1.2.1: Sia (X, d) uno spazio metrico e sia (x,),en € X una successione. La succes-
sione (x,)nen C X € detta di Cauchy se

Ve >03dN e Ntc.Vu,m > N d(x,,xm) < €

Proposizione 1.2.2: Sia (X, d) uno spazio metrico e sia (x,)nen C X una successione. Se x, —
x* € X = (xn)nen € di Cauchy.

Dimostrazione. Sia & > 0, allora 3N € Nt.c. Vn > N d(x,,x*) < 5. Ma allora se n,m > N si ha
che d(x,, xm) < d(xy, x*) +d(x*,x,) < &. O

Proposizione 1.2.3:  Sia (X, d) uno spazio metrico e sia (x,)nen C X una successione di Cauchy.
Se 3(xp, )ken sottosuccessione di (x,)neN t.C. Xp, — x* € X allora anche x,, — x*.

Dimostrazione. Fissiamo € > 0. Essendo (x;),en di Cauchy, si ha che AN € N tc. Vn,m >
N d(xp,xm) < § edessendo (X, )ken t.C. X, — x*sihache 3K € Nt.c. Vk > K d(xy,,x") < 5.
Dunque se M = max{N, nk} si ha che Vn > M, preso ny > M

d(x*,x,) < d(x",xp,) +d(xp,,x,) < €/2+&/2=¢.
O

Proposizione 1.2.4:  Sia (X, d) uno spazio metrico. Se (xp)nen C X € una successione di Cauchy
= (Xn)nen € limitata.

Dimostrazione. Dalla definizione di successione di Cauchy 3N € Ntc. Vun > N sihax, €

B(xn, 1), dunque {x, }nen € B(xn, 1) U{x(,....,xny-1} C B(xn, R) per R > 0 abbastanza grande.
O

Definizione 1.2.5: Uno spazio metrico (X, d) ¢ detto completo se ogni successione di Cauchy in
(X, d) converge in (X, d).

Proposizione 1.2.6: Valgono le seguenti affermazioni:
(1) se (X,d) é uno spazi metrico completo e Y C (X, d) é chiuso alloraY é completo;
(2) seY C (X, d) é completo come sottospazio di X allora é chiuso.

Dimostrazione. Facili verifiche. O

Definizione 1.2.7: Diremo che uno spazio normato (E, ||.||) & completo se & completo lo spazio E
munito della metrica indotta dalla norma ||.|| ed in tal caso chiameremo (E, ||.||) spazio di Banach.

Esempio 1.2.8: Lo spazio normato (R, |.|) é di Banach.

Infatti ogni successione di Cauchy ¢ limitata per la Proposizione 1.2.4, dunque per il teorema
di Bolzano-Weierstrass ammette una sottosuccessione monotona e quindi convergente in R, ma
allora per la Proposizione 1.2.3 anche la successione originaria converge in R allo stesso limite.
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Teorema 1.2.9 (Criterio di completezza per spazi normati): Sia (E, ||.||) uno spazio normato.
Lo spazio (E, ||.||) é di Banach se e solo se ogni serie normalmente convergente converge in E,

ossia
Y(xp)nen C E Z [[x5]] < 400 = an e E.
neN neN
Dimostrazione. Sia (E,|| - ||) completo e siano (x,)peny € E tc. X, |[xa]l < +00. Allora la

successione delle somme parziali o, = X7 _ [|x«|| € convergente in R € (07),en € di Cauchy in R.
Ma allora la successione S, = 2}_, xx € anch’essa di Cauchy, infatti presi p,q € N con p < ¢
abbiamo
1S = Spll =1l Z x|l < Z Ixjll =0y —0op =log—opl <&
P<j<q P<j<q

per p, g abbastanza grandi. Di conseguenza, essendo E completo, (S,,),en converge in E.

Supponiamo ora che tutte le serie normalmente convergenti convergano in E. Sia (x,), una
successone di Cauchy. Per definizione Vk € N Jng € N t.c. Vp > ng [|x,, —xp|| < 27% e posso
scegliere induttivamente gli n; in modo che siano strettamente crescenti. Dunque abbiamo una
sottosuccessione (X, )xeN di (Xp)nen t-C. ||xn, —Xn, || < 2% (prendendo p = ny41). Scriviamo

k-1
Xng = Xng + Z(x"jH - xnj)
Jj=0
notiamo che questa ¢ la somma parziale della serie di elementi di £

Xng + D Xy —Xn)) = Jim x,
jeN

che & normalmente convergente, infatti

g1+ 27 gy = X 11 < gl + D7 277 = [l Il + 2.
jeN jeN
Ma allora tale serie converge in E per ipotesi e quindi (x;),en € una successione di Cauchy con
una sottosuccessione convergente, dunque converge per la Proposizione 1.2.3. O

Definizione 1.2.10: Siano (X, ||.||) uno spazio normato ed N C X un suo sottospazio lineare
chiuso. Sul quoziente X /N oltre alla ben nota struttura di spazio vettoriale & definibile anche la
norma quoziente
llx + Nllx/n = inf |lx+v| Vx € X.
veN

Proposizione 1.2.11: Siano (X, ||.||) uno spazio normato ed N C X un suo sottospazio lineare
chiuso. X é completo se e solo se lo sono entrambi X [N (con la norma quoziente) ed N.

Dimostrazione. Supponiamo X completo. Allora automaticamente anche N ¢ completo essendo
chiuso. Per quanto riguarda X /N consideriamo (£,),en € X/N con X,en ||€xllx/n < +00. Per
definizione di norma quoziente possiamo trovare una successione (x,),en C X t.c.

1
lnll < fl€nllx/n + -5 Vn € N.

Dunque
1

Do lxall < D7 Nénllxyn + 25— < +e0

neN neN neN 7t
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e, per il Teorema 1.2.9, la serie X,y X, converge in X. Inoltre la proiezione 7 : X — X/N &
lineare, continua con |[|7||op = 1, in quanto x € nx, dunque ||7x||x;ny < [[x]|. Di conseguenza

essendo &, = nx,, Vn € N si ha che la somma Y,y &, converge in X/N amw X, enXn.

Viceversa supponiamo che X/N ed N siano completi. Consideriamo (x,),en € X una suc-
cessione di Cauchy. Siccome 7 : X — X /N ¢ lineare e continua & anche lipschitziana e quindi
uniformemente continua, quindi manda successioni di Cauchy in successioni di Cauchy. Di con-
seguenza (mx,)nen € di Cauchy in X/N che & completo, quindi converge ad una & € X/N. Per
surgettivita di & posso scrivere & = my per un qualche y € X. Ora

Iy = mxallx/n = 7y = xn)llx/n < lI7lloplly = Xnll — O pern — +oeo

quindi per definizione di norma quoziente si puo trovare una successione (/,),en C N t.C.

1
1y =X+ Bnll < {lrCy —xn) llx/n + -

ossia successione (&, = y — X, + hy)neny C X converge a0 € X in X. Dunque b, = x, — y + &,
¢ somma di successioni di Cauchy e quindi ¢ anch’essa di Cauchy. Ma ¢ di Cauchy in N che ¢
completo, dunque converge in N C X. Allora anche x,, = y + h, — &, converge in X. O

1.3 Alcuni Spazi di Funzioni

Sia S un insieme ed (E, || - ||) uno spazio normato. Presa f : § — E consideriamo
1/ lleo = sup [[f (Xl
xeS

Dunque considero lo spazio
B(S,E)={f:S = E[|lfll < +0c0}

si verifica che ||.|| : B(S,E) — [0, +c0) ¢ effettivamente una norma sullo spazio vettoriale
B(S, E) ed ¢ denominata norma uniforme.

Proposizione 1.3.1: Sia S un insieme ed (E, ||.||) uno spazio di Banach. Allora (B(S, E), ||.||lc)
é uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Usiamo il Teorema 1.2.9. Sia (f;,)n € B(S,E) con X ,en || fullo < 400 Allora
Vx € Sessendo || f(x)||g < || flle siha

DA e < 35 Ifalle < +o0

neN neN

dunque anche X, en fi (x) converge in E per ogni x € S in quanto E ¢ di Banach. Ora c’¢ da dire
che la serie converge uniformemente (cioe nella metrica di B(S, E)) ad una limitata. Consideriamo
il limite puntuale della serie

F(x) =2 fux).
n=0

Perognix € §

IF)E < D51 NE < D5 M fulleo < +00
n=0 n=0
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quindi prendendo il sup, . ¢

(o]
1Flloo < D I fulloo < 00
n=0

ossia F € % (S, E). Inoltre

m o)
IF =2 falle < 2% Il fulleo = O perm — oo
n=0 n=m+1
dunque la serie converge uniformemente ad F € B(S, E), dunque (B(S, E), || ||«) € effettivamente
di Banach. O

Nel caso in cui S € uno spazio topologico possiamo considerare lo spazio
Cg(S, E)={f:S — E | f continua e limitata} ¢ B(S, E).

Proposizione 1.3.2: Sia S uno spazio topologico ed (E, ||-||) uno spazio di Banach allora (Cg (S, E), |-
o) € uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Essendo Cg (S, E) c B(S, E) basta mostrare che € chiuso in quest’ultimo munito
della norma uniforme. Sia (fy;)nen C Cg(S, E) che converge ad una f € B(S, E). Proviamo che
f e Cg(S, E). Siaxg € S, vediamo che f & continua in xo da cui la tesi per I’arbitrarieta di xg in
S. Sia & > 0, siccome f, — f uniformemente, esiste un ng € N't.c. || f) — fllo < 5. Essendo fy,
continua in xq esiste un intorno U di x t.c.

1 foao () = fng (x0) || < g Vx e U.

Ma allora per ogni x € U

1f () = f o)l < 1 () = Sog CON + 11 ng () = g 0D I + 1] fng (x0) = f (x0)

£ E E
S2||fn0_f”oo+532§+§=g_

Dunque f ¢ continua in xg. O

Proposizione 1.3.3:  Siano (E, ||.||g), (F, ||.||F) due spazi normati. Se F é spazio di Banach allora
(L(E, F), l.llop) € di Banach.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa
L(E,F) 5T 5 T e B(Bg, F).
E

Notiamo che la norma operatoriale ¢ fatta in modo tale da rendere quest’immersione un’isome-
tria,infatti

ITx|F
ITlep = sup U2 o el = 173, o
<=0 [Ixlle lxlle<1 E

inoltre I’immagine di tale immersione J(L(E, F)) & chiusa in B(Bg, F). Infatti se (T}, - ) & una
E

successione nell’immagine di J che converge ad una f € B(Bg, F) si ha

Tn(x) - f(x) Vx € EE
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in quanto in B, la successione converge (addiritura assolutamente). Quindi Vx € E\{0} abbiamo

X

To(x) = Ixll5 T, (—) - ||x||Ef(

llxll 2

X

llxll

) =T(x)

cioe le applicazioni T, : E — F convergono per ognix € E aduna7 : E — F (converge anche in
0 perché in O ¢ una successione costante di valore 0) e risulta che T ¢ lineare, infatti

T(ax+By) = lim T,(ax+By) = a lim T,(x) + lim Ty(y) = aT (x) + T ()

inoltre T|§ = f che ¢ limitata, cio¢ T & limitata sulla palla unitaria chiusa, ma allora, per linearita,
¢ lipschitziana e quindi ¢ continua. Di conseguenza f & restrizione di una 7 € L(E, F) cio¢
feJ(L(E,F)).

Abbiamo dimostrato che J(L(E, F)) & chiusa in B(Bg, F) che & di Banach (in quanto F & di
Banach), dunque J(L(E, F)) stesso & di Banach ed essendo L(E, F) isometrico a J(L(E, F)) &
anch’esso di Banach. O

Corollario 1.3.4: Lo spazio duale di un qualsiasi spazio normato, reale o complesso, é uno spazio
di Banach.

Lemma 1.3.5: Siano (X, M, u) uno spazio mensurale, p € [1,+0), (g2)nen € LP (X, u;K)
non negative e g(x) = 2., gn(x). Allora vale

Igllser x) < D Ngnlleer x)-

n=1

Dimostrazione. (Facoltativo) Vale

00 N N
Dlgnllerxy = D Ngnllerx) = || 8n
n=1 n=1 n=1 LP(X)

dove si ¢ usata la disuguaglianza di Minkowski per la seconda disuguaglianza. Inoltre esplicitando
gli integrali coinvolti e notando che vi ¢ la convergenza puntuale e monotona (per la positivita delle
gn) delle somme parziali di g, (x) a g(x), per il teorema di convergenza monotona di Beppo Levi,
si ha

N
Z 8n B Z 8n
n=1 $p(X) neN $P(X)

da cui segue quanto voluto. O

Proposizione 1.3.6: Sia (X, M, u) uno spazio mensurale e p € [1,+0]. SialK = Ro C. Lo
spazio (LP (X, u; K), |||l (x)) € di Banach.

Dimostrazione. (Facoltativo) Facciamo prima il caso piu semplice di p = +co. Consideriamo lo
spazio
B, (X, u;K) ={f : X —» K | f misurabile e limitata}

questo & chiuso in B(X, K), che & completo, dunque & anch’esso completo. Per concludere notiamo
che
L¥(X, i1, K) = L¥(X, ;) /N = B (X, u; K) /N
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incui N={f:X — K| f=0u-q.o. suX}. Dacuisegue la tesi notando che la norma indotta al
quoziente da B,,, (X, u; K) & esattamente la norma ||.|| .~ (x).

Vediamo adesso il caso p € [1,+c0). Tenendo a mente il Teorema 1.2.9 basta dimostrare che
data (fu)nen C LP (X, 1;K) tc. Zpen I fullLr x) allora la serie 3 ,en f, converge a una qualche
f € LP(X, u;K). Dividiamo la dimostrazione in due step.

Passo 1: Costruiamo la f.

Vale

+00 > > | fuller oy = 25 M falllLe x) =

n>1 n>1

(Z |/l

n>1

LP(X)

dove I'ultima disuguaglianza segue dal lemma precedente. Dal fatto che ||(X,en | fn)|lLr (x) < o0
segue che X, cn | fn] € finita u-q.0. su X, quindi, per la completezzadi K = Ro C, vale X,,en fn(x)
converge ad una qualche f(x) € K per u-q.o. x € X. (Linsieme in cui non vi & convergenza
puntuale ¢ trascurabile, quindi ai fini della dimostrazione ¢ irrilevante sapere come si comporta f
su tale insieme).

Passo 2: Verifichiamo che la f cosi trovata é il limite in LP (X, u; K) cercato.

Usando ancora il lemma precedente si ottiene

20 S

n>N+1

<

>0 Il

n>N+1

< D) Ifallee

LP(X) n>N+l1

N
Hf - Z fn
n=0

LP(X) LP(X)

che ¢ la coda di una serie convergente e dunque infinitesima per N — +oo. Otteniamo in questo
modo la convergenza in norma L? a f. Inoltre, con un conto analogo si ottiene anche che f €
LP (X, u; K), infatti si ha anche

D Jn

neN

<
LP(X)

2l

neN

< Z l fullLr (x) < +oo.

LP(X) neN

”f”LP(X) =

1.4 Serie di Neumann ed Omeomorfismi Lineari

Proposizione 1.4.1 (Serie di Neumann): Sia (E, ||.||) spazio di Banach e sia H € L(E) con
|H|lop < 1 allora l'operatore I — H é invertibile con inversa continua, la serie 3 xen H* é normal-
mente convergente, ossia e ||H ||op < +o00, e vale

(I-H)'= in.
k=0

Dimostrazione. (Facoltativo) La serie 277 H* & normalmente convergente in quanto ||H"‘||0p <
|IH||&, Yk € N e quindi

0o
1
D H lop < DT AN, = 15—
p

= fceN 1= [Hllop
Prendiamo quindi L = Yy HX € L(E) (& continua perché L(E) & completo, quindi ogni serie
normalmente convergente converge in LL.(E)). Notiamo che moltiplicare per una A € L(E) &
un applicazione lineare continua. Infatti che sia lineare ¢ ovvio e per far vedere che ¢ continua
basta notare che ¢ limitata in un intorno di 0 € L(E) (applicazione identicamente nulla) in quanto



12 1.4. Serie di Neumann ed Omeomorfismi Lineari

AT [lop < [|AllopllT|lop- Dunque se ho una successione (7y,),en € L(E) edun T € L(E) t.c.
T, — T allora AT,, — AT. Di conseguenza si ha

H*|H H*' =L -1
el

e lo stesso per HL. Quindi vale
LH=HL=L-1

da cui segue
L(I-H)=(-H)L=1I

cioé I — H & invertibile con inversa L = Y jeny H¥. O

In realta si puo richiedere anche meno.

Proposizione 1.4.2: Sia (E, ||.||) spazio di Banach e sia H € L(E) per il quale esiste un m € N
tc. ||H™||,, < 1 allora l'operatore I — H é invertibile con inversa continua, la serie 3 jen Hk ¢

(I-H)'=> H"

keN

normalmente convergente e vale

Dimostrazione. (Facoltativo) Alla luce della dimostrazione della Proposizione 1.4.1 basta vedere
che per la serie 277 ) H k& normalmente convergente. Abbiamo

n Jn m-1 Jn .
D IH lop < D5 D IH I IH N, < max (HII5, > I1H™ 13,
k=0 j=0 r=0 re[m-1] =0

in cui J, — +o0o quando n — +oo. Dunque

k
%:w 1 llop < = ||Hm||
ossia la serie ¢ normalmente convergente. O
Ora una conseguenza interessante. Denoteremo con
GL(E) = {A € L(E) | A invertibile con inversa continua}.

Si verifica facilmente che GL(E) & un gruppo con I’operazione di composizione. Talvolta nel
seguito useremo il termine omeomorfismo lineare per indicare un operatore lineare invertibile con
inversa continua.

Proposizione 1.4.3: Sia (E,||.||) spazio di Banach. Allora GL(E) é aperto in L(E) con la
topologia indotta dalla norma operatoriale.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia A € GL(FE). Dimostriamo che B(A, ||A~ 1||0 ) € GL(E). Infatti
sia H € B(0, ||A~ 1||0p) allora

A+H=A(I+A"H)=A(I - (-A"'H))

el - A_lH”op = ”A_lH”op < ”A_l”op”Hllop < 1 dunque (1 - (_A_lH)) € GL(E) per la
Proposizione 1.4.1 e quindi A + H € GL(E). O
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Spazi di Hilbert

2.1 Spazi di Hilbert Reali

Definizione 2.1.1: Sia V spazio vettoriale reale, una forma su V ¢ una funzione (.-.) : VXV —» R
ed ¢ detta

e bilineare se ¢ lineare in entrambe le variabili;
o simmetricaseVx,y €V (x-y) = (y-x);

* positivase Vx € V (x -x) > 0 e definita positiva se & positiva ed in aggiunta (x - x) =0 se e
solo se x = 0.

Una forma bilineare, simmetrica e definita positiva su V ¢ detta prodotto scalare su V.

Proposizione 2.1.2 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz): Sia V uno spazio vettoriale reale su
cui é definita una forma bilineare, simmetrica e positiva (. - .). Vale

|(x- I < Vx-2)V(y-y) Vx,y eV. 2.1
Dimostrazione. Presi x,y € V si considera la funzione polinomiale
Rt (x+1y)°=(x-x)+2(x- )t + (y-y)* € [0, +00).

Questo ¢ un polinomio di grado al piu 2 positivo su R, dunque il suo discriminante & necessaria-
mente < 0, scrivendo chi ¢ il discriminante e ponendolo < 0 si ottiene (2.1). O

Corollario 2.1.3: Munendo V, spazio vettoriale reale, di (. - .) forma bilineare, simmetrica e
positiva ottengo uno spazio seminormato con seminorma ||x|| = /(x - x) Vx € V. Se in aggiunta
(. - .) é definita positiva la funzione ||.|| da vita ad una vera e propria norma e V diventa quindi
spazio normato.

Definizione 2.1.4: Uno spazio pre-hilbertiano reale ¢ uno spazio vettoriale H con un prodotto
scalare (. -.). Se lo spazio H, con la topologia indotta dalla norma ||x|| = v/(x-x) Vx € H, &
completo sara detto spazio di Hilbert reale.

13
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Proposizione 2.1.5 (Identita del parallelogramma): Siano H uno spazio pre-hilbertiano reale
con prodotto scalare (. - .) e ||.|| la norma su H da esso indotta. Allora vale

[+ yIZ + lbe =yl = 201X + 11y 11?) Y,y € V.

Dimostrazione. Semplice conseguenza dell’i = ||x[I> + lIylI> + 2(x - y) perx, y €
H. a

Proposizione 2.1.6 (Identita del parallelogramma generalizzata): Siano H uno spazio pre-

hilbertiano reale con prodotto scalare (.-.) e ||.|| lanorma su H da esso indotta. AlloraVxy, ..., x, €
H vale

2]

ee{-1,1}"

Zs x| = 2"2 lxi 1.

Dimostrazione. Sviluppando il membro di sinistra, ogni termine del tipo ||x;||* si trova 2" volte,
mentre i termini misti (x; - x;) coni # j si trovano tante volte col segno positivo quante col segno

negativo, dunque si elidono e si ottiene la tesi. O

Proposizione 2.1.7 (Circocentro in spazi di Hilbert): Siano H uno spazio di Hilbert reale ed
E c H limitato con diam(E) > 0. Esiste un’unica palla chiusa B(cg,rg) concg € Herg >0
con raggio minimo tra quelle che contengono E. Il punto cg é detto circocentro di E.

Dimostrazione. Lipotesi diam(E) > 0 ci serve per assicurarci che effettivamente rg > 0. Consi-
dero

d = inf sup ||x - y||
XGHyeE

e chiamiamo Dy = sup,.g [lx — y|[| Vx € H (Dx < +o0 Vx € H perché E ¢ limitato). Sia
(Xp)nen € Hte. Dy, — desiae > 0. SiaN, e Ntc. Vn > N, Din < d? +¢&. Dunque fissiamo
y € E, lo sceglieremo in seguito in modo intelligente. Prendiamo p,q > N, grazie all’ldentita
del Parallelogramma (Proposizione 2.1.5) si ottiene

bty = xq 2 = 10xp = ) = (g = WIP
=2 (Ilp = Y12+ g = 1) = I+ = 2311
Xp+x 2
<2(D% +D2 )-4” P ‘f_yH

Xp +Xq

< 4d® + 4 - 4” —y”

— & > d? — &, dunque si ottiene

Xp +xq D 2
2 XptXq *Xq

adesso scegliamoy =y, , € E t.c.

2
llx, —x4ll° < 8e

da cui segue che (x,),en € di Cauchy in H per I’arbitrarieta di € > 0. Ma H ¢ completo dunque
I’inf & realizzato da almeno un punto x* € H. E preso r* = D« = d si ha che ogni palla chiusa che
contiene E & contenuta in B(x*, r*), dunque tale palla soddisfa le richieste della tesi.

L’unicita del punto che realizza I’inf segue da un procedimento simile a quello appena attuato
con al posto di x, € x, due punti minimizzanti. Se xj,x; € H sono due punti che realizzano I’inf,
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ciog t.c. Dxi‘ = Dxé =d, presoy € E si ha

Iy =507 == xf =) = (5 = I
2

X7+ x5
=2 (Il = vl I = yI1) - 4= 52

2

-y

* *
xl +x2

<4d* -4 —y

2
2 D :.x; — &, dunque abbiamo
2

. . . X, +X
Fissiamo ora £ > 0 e scegliamo y* € E t.c. ’ L=

2

* 112 2 XT + x; * 2
lx; —x5||° < 4d” -4 =Y £4d”—4D . +4e < de
nn
da cui segue I'unicita voluta grazie all’arbitrarieta di & > 0. O

Proposizione 2.1.8 (Punto di minima norma su un convesso): Siano H spazio di Hilbert reale
e C C H convesso, chiuso e non vuoto. Allora 3'c € C di minima norma, cioé t.c.

c|| = inf ||x|| = min ||x
lell = inf kil = min x|

Dimostrazione. Sia d = infycc ||x|| € [0, +00). Sia (x,)nen C C tc. ||x,|| — d. Basta provare
che (x,)nen converge in quanto essendo C chiuso convergera ad un punto di C ed essendo la norma
continua tale limite avra norma proprio d. Per completezza di H basta provare che (x;)nen € di
Cauchy. Siano p, g € N, vale

2 2 2
0 < llxp = xglI> = 2(l1xp 1> + llxg %) = llxp + x4l

Xp+Xxq|2
= 20l 12+ 1P - 422 |

ma % € C per convessita, quindi possiamo scrivere
ey = xg11? < 21y 17 + lIxqlI?) — 4
e quindi per p,g €N, p,q — +oosiha
0 < [lxp — xgl1* < 2d% +2d* +0(1) - 4d* = o(1)

da cui quanto voluto.

Inoltre se x,x” € C sono t.c. ||x]| = ||x’|| = d abbiamo
2
x+x
0<|lx=x'|>=4d* - <0
in quanto *5* ”x € C, quindi x = x” ed il minimo ¢ unico. O

2.2 Proiettori e Ortogonalita

Fissiamo H spazio di Hilbert reale con prodotto scalare (. - .) e sia ||.|| la norma su H da esso
indotta.
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Definizione 2.2.1: Dato C C H convesso, chiuso e non vuoto definiamo il proietfore metrico su
C come la funzione P¢ : H — C t.c.

Pc(x) = argmin,cclly - x|

ossia quell’unico elemento Pc(x) di C t.c. ||[Pc(x) — x| = minyec [[y — x]|.
Osservazione 2.2.2: La definizione appena data ¢ ben posta grazie alla Proposizione 2.1.8.

Proposizione 2.2.3: Siano C C H convesso, chiuso e non vuoto e Pc il suo proiettore metrico.
Allora per ogni x € H si ha

y=Pc(x) & yeCe ((x—-y)-(z-y)) <0 VzeC.
Dimostrazione. Sey = Pc(x) alloray € CeVz € C Vt € (0,1] vale

Ix = yI? < llx = Gz + (L =PI = Nl x = y) =1z = 0II?

22
= lx = ylIF = 2t((x = y) - (z = y) +£llz - yII? *2

da cui segue

t
((x—y)-(z—y))s§||z—y||2—>o Vz e C per t — 0.

Viceversa, fissiamo x € H e supponiamo che y € C siat.c. ((x—y)-(z—y)) <0 Vz € C. Allora
per ogni z € C abbiamo

Ix = yI? = lbe = zlI> = 2((x =) - (=) = lz=yII> < 0

che implica y = Pc(x). O

Proposizione 2.2.4: Siano C C H convesso, chiuso e non vuoto e Pc il suo proiettore metrico.
Vale che P¢ é 1-lipschiziana.

Dimostrazione. Siano x,y € H, per la Proposizione 2.2.3 vale

((x=Pc(x))- (v=Pc(x))) <0 VveC

(2.3)
((y=Pc(y) - (w=Pc(y) <0 ¥weC

ma Pc(x), Pc(y) € C, dunque ponendo w = Pc(x) e v = Pc(y) rispettivamente nella prima e
nella seconda equazione in (2.3) e sommandole insieme otteniamo

I1Pc(x) = PcII? < ((x =) - (Pc(x) = Pe()))
da cui, usando la Proposizione 2.1.2, segue
1Pc(x) = PcO)Il < llx =yl o
Definizione 2.2.5: Due puntix, y € H sidicono ortogonalise (x-y) = 0. Dato S C H1’ortogonale

diSe
St={xeH|(x-y)=0VyeS}
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Osservazione 2.2.6: Qualunque sia S C H, per la continuita del prodotto scalare, vale che S+ &
un sottospazio lineare chiuso in H. Infatti ovviamente ¢ un sottospazio lineare e vale

Sl:myl

yeS

in cui y* = {y}+ & chiuso per ogni y € § in quanto controimmagine del chiuso {0} C R mediante
la funzione continua H > x — (x - y) € R.

Osservazione 2.2.7: Per qualunque S C H vale

S++ = spanS.

Definizione 2.2.8: Un proiettore lineare su uno spazio vettoriale X, su K = R o C, ¢ un operatore
lineare P : X — X t.c. P2 = P.

Osservazione 2.2.9: Nel seguito dato uno spazio vettoriale X, sulk = Ro C, edati F|,F, C X
sottospazi lineari in somma diretta algebrica, denoteremo con

F1 &4 F>

I’usuale somma diretta algebrica tra F; e F5.

Proposizione 2.2.10: Se X ¢ uno spazio vettoriale e P : X — X é un proiettore lineare allora
vale la decomposizione X =V @414 V', in cui V = Ker(P) e V' = Im(P).

Dimostrazione. Basta dimostrare che la funzione s : VXV’ — X t.c. s(x,x") = x +x’ ¢ bigettiva.
Per ogni x € X vale x = (x — Px) + Px e x — Px € V mentre Px € V’, quindi si ha la surgettivita.
Proviamo I'iniettivitd. Siax € X e siano vy, v, € V, v’l, vé eVite.x=v + v’1 =V + v’2, allora

vi—va=v,—vieVnV ={0}

infatti se y € VNV’ vale y = Pz per un qualche z € X e 0 = Py = P’z = Pz = y. Quindi v| = v,
evi=v). ]
Teorema 2.2.11: Siano F C H un sottospazio lineare chiuso e Pg il suo proiettore metrico.
Allora

(1) VxeH y=Pp(x) < y€eF ex—-y€eF*;

(2) Pr: H— F C H é un proiettore lineare continuo;

(3) H=F &q4 F*;

(4) F*+ = F.

Dimostrazione. (1) Sianox € H,y = Pr(x)ev € F. Perogni t € Rsihay+tv € F in quanto
F ¢ sottospazio lineare, dunque

Ix=yI? < lx = +m)IP =l =y) —tv|> Vi eR

da questo segue
2(v-(x—y)) <2v])® Vre R
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ossia ,
(v-(x-y) < EIIVII2 Vi>0

quindi (v - (x —y)) < 0 ed anche, scambiando v con —v, —(v - (x —y)) < 0. Di conseguenza
(v-(x=y)=0VveF,cioex—yeF*.

Viceversasey € Fex —y € F*, alloraVy’ € F posso scrivere y = y+vperunv € F e

lx = Y117 = (e = y) = vl
= llx = ylI? + V1P = 2((x = ) - v)
= llx = ylI? + IvII?

> |lx = y||* sev #0.
da cui segue che effettivamente Pr(x) = y.

(2) Dati x1,x2 € H si hax; — Pp(x1),x — Pr(x) € F* per il punto (1) ed essendo F* un
sottospazio lineare vale quindi

(Aix1 + A2x2) — (4 Pp(x1) + 12Pp(x2)) € F*
ed inoltre 1| Pr(x1) + A2Pr(x3) € F dunque per il punto (1) vale
Prp(dix1 + A2x2) = A1 Pp(x1) + A2PF(x2)

dunque Py & lineare. La continuita segue dalla Proposizione 2.2.4. Infine P? = P segue dal
fatto che per x € H vale Prx € F e dal fattoche se y € F vale Pry = y.

(3) Segue dalla Proposizione 2.2.10.

(4) Ovviamente F C F**. Inoltre preso x € F**, per il punto (3), esistono unici v € F* e
v/ € F t.c. x =v +V/, dunque in particolare deve valere

0=(x-v)=[vI>+ O -v) = v

da cui si deduce v =0ex = v’ € F. Quindi si ha anche F > F*+,

2.3 Spazi di Hilbert Complessi

Definizione 2.3.1: Una forma su V spazio vettoriale complesso ¢ una funzione (.-.) : VXV — C
ed ¢ detta

* sesquilineare se ¢ lineare nella prima variabile e antilineare nella seconda variabile, cioe¢
x-+2)=Gx-y)+x-2)e(x-Ay)=A(x-y) Vx,y,z€V VA€,

e antisimmetrica se (x - y) = (y - x);

* positivase Vx € V (x -x) > 0 e definita positiva se & positiva ed in aggiunta (x -x) =0 se e
solo se x = 0.

Una forma sesquilineare, antisimmetrica e definita positiva su V & detta prodotto hermitiano su'V.
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Definizione 2.3.2: Uno spazio vettoriale complesso V munito di un prodotto hermitiano (. - .) &
detto spazio pre-hilbertiano complesso. Se inoltre tale spazio & completo con la topologia indotta
dalla norma complessa ||x|| = 4/(x - x) , allora viene detto spazio di Hilbert complesso.

Osservazione 2.3.3:  Se H con (.-.) ¢ uno spazio pre-hilbertiano complesso, con norma complessa
indotta ||.||, se ne deduce uno spazio pre-hilbertiano reale per restrizione degli scalari e con il
prodotto scalare (facili verifiche)

(x-y)r =Re(x-y) Vx,yeV.

Tale prodotto scalare induce una norma ||x||, = y/(x-x), = y/(x-x) = ||x|| Vx € H, infatti
(x-x) € R Vx € H (per’antisimmetria). Sullo spazio pre-hilbertiano reale H con (.-.), € definitala
moltiplicazione per I’unita immaginaria i che corrisponde all’applicazione di un operatore lineare
J : H — H R-lineare e isometrico t.c. J?> = —1.

Viceversa preso uno spazio pre-hilbertiano reale H con (. - .), con norma indotta ||.||, munito
di un operatore lineare J : H — H R-lineare, isometrico e t.c. J> = —I, se ne pud dedurre uno
spazio vettoriale complesso col prodotto per scalari

(a+ib)x = (al +bJ)x =ax+bJx Vx € X Va,b e R
e diventa uno spazio pre-hilbertiano complesso col prodotto hermitiano (facili verifiche)

(x-y)e=(x-y)+i(x-Jy) Vx,y e H

che induce una norma complessa ||x||. = \/(x “X)e = \/(x -x) = ||x|| Vx € H.

Come conseguenza c’¢ I’esistenza di una naturale corrispondenza tra gli spazi pre-hilbertiani
complessi e gli spazi pre-hilbertiani reali muniti di un operatore J R-lineare, isometrico e t.c. J> =
-1

Inoltre tale corrispondenza ¢ isometrica, quindi da una “sottocorrispondenza” tra gli spazi di
Hilbert complessi e gli spazi di Hilbert reali muniti di un operatore J R-lineare, isometrico e t.c.
JP=-I

Proposizione 2.3.4 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, caso complesso): Sia H con (. - .)
uno spazio pre-hilbertiano complesso. Allora vale
|Ce- < llxllliyll ¥x,y € H.

Dimostrazione. Abbiamo notato che Re(.-.) & un prodotto scalare su H visto come spazio vettoriale
reale, dunque per la Proposizione 2.1.2 vale

[Re(x - y)| < [lxlllIyll Vx,y € H
ma questa stessa disuguaglianza vale anche con Ax € V al posto di x, con 1 € S! ¢ C, dunque

[Re(A(x - y)| = [Re(Ax - y)| < [lx[[liyll = llx[[liy]l Vx,y € H

(x-y)
[(x-y)]

e preso A = si ottiene quanto voluto. O
Proposizione 2.3.5 (Identita del parallelogramma, caso complesso): Siano H uno spazio pre-
hilbertiano complesso con prodotto hermitiano (.-.) e ||.|| la norma complessa su H da esso indotta.
Allora vale

[l + Y1+ I = yII* = 2(|lx[* + [y [I*) Vx,y € H.
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Dimostrazione. Segue dal caso reale (Proposizione 2.1.5) e dall’isometria con lo spazio di Hilbert
reale associato ad H provata nell’Osservazione 2.3.3, in quanto presi x, y € H si ha

e + yII =l + yll- = 2(0lxll- + Iy ll-) = 201+ 1y ID-
O

Fissiamo adesso H spazio di Hilbert complesso con prodotto hermitiano (. - .) e con norma
complessa indotta ||.||. Vediamo che le proprieta dimostrate fin’ora per gli spazi di Hilbert reali
valgono anche per quelli complessi.

Proposizione 2.3.6 (Punto di minima norma su un convesso, caso complesso): Sia C ¢ H
convesso, chiuso e non vuoto. Allora 3'c € C di minima norma, cioé t.c.

c|| = inf ||x|| = min ||x
lell = inf.flxll = min [

Dimostrazione. Dall’ Osservazione 2.3.3 sappiamo che restringendo gli scalari ad R e prendendo
su H il prodotto scalare Re(.-.) si ottiene uno spazio di Hilbert reale isometrico a quello originario.
In questo spazio vale la tesi (Proposizione 2.1.8) e per isometria si ottiene quanto voluto anche nello
spazio di Hilbert complesso originario, infatti se ¢ € C ¢ t.c.

c inf ||x
el = inf fill

per isometria si ha automaticamente anche

llell

inf ||x||
xeC

che ci da I’esistenza. Lo stesso ragionamento al contrario ci da anche I’unicita, in quanto se ci
fossero due punti di minima norma cy,cy € C

ci|l = ||c2|| = min ||x
letll = lleall = min |
allora varrebbe automaticamente anche
lleillr = lle2ll; = min ||x]|,
xeC
che ci da un assurdo con I’unicita nel caso reale (Proposizione 2.1.8). O

Esattamente come nel caso reale si definisce anche in questo conteso il proiettore metrico.

Definizione 2.3.7: Dato C C H convesso, chiuso e non vuoto definiamo il proiettore metrico su
C come la funzione Pc : H — C t.c.

P (x) = argmin,cc|ly - x|

ossia quell’unico elemento Pc(x) di C t.c. ||[Pc(x) — x| = minyec [[y — x]|.

Teorema 2.3.8: Siano F C H un sottospazio lineare chiuso e P il suo proiettore metrico. Allora
(I) Vxe H y=Pp(x) < yeF ex—-yeF*

(2) Pr: H— F C H é un proiettore lineare;
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(3) H= FEBalg FJ-;
(4) F*L = F.

Dimostrazione. (1) Sianox € H,y = Pp(x) ev € F con |[v|]| = 1. Per ogni « € Csi ha
y +av € F in quanto F ¢ sottospazio lineare, dunque

Ix=yI? < llx = (v + @)l = l(x = y) —av|* Yo e C

da questo segue
0< ol -a((x-y)-v) —a(v-(x-y)

che per @ = ((x — y) - v) diventa
0<-2[(x~y)-nP

da cui (x — y) - v) = 0. Avendo provato questo per ogni v € F con ||v|| = 1, lo stesso si ha
anche per ogni v € F, ossia x — y € F*. Il viceversa & molto simile la caso reale (Teorema
2.2.11) ricordando che in questo caso vale al formula
[+ y11 = llxll* + lIyl1? + 2Re(x - ).
(2) Analogo al caso reale (Teorema 2.2.11).

(3) Segue anche in questo caso dalla generale Proposizione 2.2.10.

(4) Come nel caso reale (Teorema 2.2.11).

Esempio 2.3.9: Sia (X, M, u) uno spazio di misura. Lo spazio di Lebesgue

LZ(X,L/%,M):{f:X—HEl /X|f|2du<+oo}

¢ uno spazio di Hilbert complesso col prodotto hermitiano

(f-g)=/Xf§dﬂ Vf.g e L*(X, M, p).

2.4 Duale di uno Spazio di Hilbert

Definizione 2.4.1: Sia H uno spazio di Hilbert sulk = Ro C. Presou € H definiamo ¢, : X — K
come il funzionale lineare e continuo t.c.

(Ppu,x)y=(x-u) Vx e H.
Teorema 2.4.2 (di Riesz): Sia H uno spazio di Hilbert su K =R o C. La mappa
H>uv+— ¢, € H

é un’isometria lineare se K = R o antilineare se K = C.
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Dimostrazione. Vediamo che la mappa ¢ isometrica, da cui segue anche I'iniettivita. Sia u € H.
Usando la Proposizione 2.1.2 se K = R o la Proposizione 2.3.4 se K = C, otteniamo

IA

¢ulls = sup |(x-u)| < sup |lx|[llu]l = [|ul]

llx]1=1 llx]1=1

e vale ’'uguaglianza con x = ﬁ, dunque ||¢, ||« = ||u||. Manca da dimostrare solo la surgettivita.
Sia ¢ € H*. Se ¢ = 0 allora ¢g = 0, dunque supponiamo ¢ # 0. Sia F' = Ker¢, questo &
un sottospazio lineare chiuso di H ed essendo ¢ # 0 vale F # H. Allora F+ # {0}, in quanto
F**+ =F # H. Prendiamo v € F* # {0} con ||v|| = 1 e notiamo che vale

(p,v)x —{(p,x)v e Ker¢ = F Vx € H
dunque Vx € H vale

0= (({(¢,V)x = (¢, X)v) - v) = (¢, ) (x - v) = (8, ) [IV[I* = (x - (¢, V) = (¢, x)
da cui ¢ = ¢, con u = (¢, v)v. O

Vediamo adesso due importanti applicazioni del Teorema 2.4.2 di Riesz.

Teorema 2.4.3 (di Lax-Milgram): Siano H uno spazio di Hilbert complesso e b : H X H — K
un funzionale sesquilineare e continuo (cioé 3C > 0 t.c. |b(x,y)| < Clix||l|lyl| Vx,y € H). Allora
esiste B € L(H) t.c.

b(x,y)=(Bx-y) Vx,ye H

Dimostrazione. Per ogni x € H la mappa
H>y+— b(x,y) eC

¢ lineare continua, ossia ¢ un elemento di H*, quindi per il Teorema 2.4.2 di Riesz esiste unico un
vy € H t.c.
b(x,y) =(y-vx) ¥y € H.

Definiamo quindi B : H — H t.c. B(x) = v, per ogni x € H. Per ’unicita data dal Teorema 2.4.2
di Riesz si dimostra facilmente la linearita di B ed inoltre

|Bx|| = sup |b(x,y)| < Clix]| Vx € H
yeH
llyll=1
dunque effettivamente B € L(H). O
Teorema 2.4.4 (di Radon-Nikodym): Sia (X, .#) spazio misurabile e u,v : M — [0, +c0) due
misure finite su di esso. Se v < p allora 3f € L1 (X, u), non negativa t.c. v = fdu.

Dimostrazione. Consideriamo le catene di applicazioni lineari
1 2 v
X g+ D L (X u+v) D LX) 25 R

1 3
X+ B xpen S Lx,p

in cui 7, (u) = [, xudv Yu € L'(X,v). Linclusione (1) & vera e lipschitziana per un noto teorema.
(2) e (3) sono vere perché u+v > p, v, dunque L (X, u+v) ¢ L1(X,v), L1 (X, u) e tale inclusione
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¢ continua e passa al quoziente definendo 1’inclusione continua voluta, infatti se f = 0 (u+v)-q.o.
su X allora f = 0 y-q.0. e v-q.0. su X (I’assoluta continuita di v <« u ci dice anche che la (3) ¢
iniettiva, mentre la (2) potrebbe non esserlo, ma tutto questo non ci interessa, I’importante ¢ che
siano ben definito e finito I’integrale di una funzione in L?(X, u + v) sia rispetto a u che rispetto a
v). A questo punto utilizziamo il Teorema 2.4.2 di Riesz sul funzionale continuo 1,72 (x ,+,) che
quindi & rappresentato dal prodotto scalare con una qualche g € L>(X, u + v), ciog

Iv(u):/udv=/ugd(,u+v):/ugdy+/uga’v
X X X X
/u(l—g)dvz/ugdu
X X

da cui segue g(x) € (0, 1) per u-q.o. x € X (e quindi anche v-q.0. perché v < u). Infatti per

che da

u = T¢g>1y sitrova che

02/ (1—g)dv=/ gdu>p({g =1}
{g=1} {g>1}

checidice u({g > 1}) = 0. D’altra parte considerando per ognin € N, la funzione u, = Ty, _,,-1)
si trova

1 _
os/ <1—g>dv=/ edu < —2p({g < -n})
{g<-n"1} {g<n1} n

dacui u({g < -n"'}) =0 Vn € N,, dunque {g < 0} = U, e, {g < —n"'} & anch’esso y-nullo (e
quindi anche v-nullo perché v <« ). Poi siccome g, 1 —g > 0 u-q.o. su X segue che vale I’identita

/ ug du = / u(1 - g)dv per ogni u misurabile non negativa 2.4)
X X

in quanto valendo per le u € L?(X, i+ v), vale in particolare per le funzioni semplici non negative
ed usando il teorema di Beppo Levi si arriva ad averla per ogni # misurabile non negativa come

voluto. Essendo 1 — g > 0 p-q.o. su X, presa v misurabile non negativa ¢ ben definita y-q.o. su

X la funzione misurabile e non negativa u = -, come anche la funzione f = li Con queste

l-g -8’
funzioni I’identita (2.4) ci da
/ vfdu= / vdy per ogni v misurabile non negativa
X X

ma quindi questa formula vale anche per ogni v € L'(v) in quanto una tale funzione & sempre
decomponibile in parte reale e parte negativa che sono funzioni misurabili e non negative. In
particolare per v = Tg si ottiene

/fd,u=v(E) VE € M
E

cioe v = fdu. O

2.5 Famiglie Ortonormali e Basi Hilbertiane

Fissiamo H spazio di Hilbert su K =R o C.
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Definizione 2.5.1: Una famiglia {e}1ca ¢ detta sistema ortonormale se
(ea-ey) =06, YA, u €A,

Definizione 2.5.2: Siano X spazio vettoriale topologico (cio¢ uno spazio vettoriale munito di una
topologia che rende continue le operazioni) e {x3}1cao C X. Diremo che {x3}1cao C X € una
Sfamiglia sommabile con somma S = 3 jcp X S€

VU intorno di 0in X JA € P¢(A) t.c. VB € Py(A), BD A vale S - Z x, €U
A€EB

in cui 27 (A) ¢ la famiglia delle parti finite di A.

Osservazione 2.5.3: Se X = Re {x 3} 1ca C [0, +00) vale che {x;}1ca € sommabile con somma
Sseesolose S = SUPAe /() 2idcA XA
Se invece {x,}.1ca C R vale che {x,}.1ca € sommabile se e solo se X 1ep [xa] < +o0.

Esempio 2.5.4: Sia{ey,...,e,} C Hunsistemaortonormale finito. Consideriamo F = span{ey, ..., ¢, },
questo ¢ un sottospazio vettoriale chiuso ed ¢ quindi ben definito il suo proiettore metrico Pr : H —
F c Hchee

n
Prx = Z(x -er)ex € F.
k=1

Infatti preso j € {1, ..., k} vale

(=D (x-ex)er) €)= (x-e;) = (x-e;) =0

k=1

cioex — X7 _,(x-ex)ex € Fte 27_ (x-ex)ex € F, dunque si ha quanto voluto grazie al Teorema
2.2.11.

Definizione 2.5.5: Un sistema ortonormale {e¢}ea di H € detto completo o base hilbertiana se
span({ea}aen) = H.
Teorema 2.5.6: Supponiamo K = R. Sia {e 1} 1ep un sistema ortonormale di H. Sono equivalenti
(1) {ea}iecn € una base hilbertiana;
(2) ¥x € H infaco,(a) dist(x, Hp) = 0in cui Hy = span({ey | 1 € A});
(3) Vx € H infpep,(a) |x = Pu,x|| = 0;
(4) Vx € H la famiglia {(x - ey)e 1} ien € sommabile con somma Y, ep(x - €1)eq = x;
(5) (Identita di Parseval) ¥x € H ||x||> = Zaea |(x - €)%
(6) (Identita di Parseval v.2)Vx,y € H (x-y) =X ea(x-e)(y - e);

(7) la famiglia {e,} 1cp € massimale tra i sistemi ortonormali di H.
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Dimostrazione. Supponiamo che {e,}1ea sia base hilbertiana. Prendiamo x € H e € > 0. Per
definizione di base hilbertiana esiste una combinazione lineare di elementi di {e;} ;e che dista da
x meno di . Dunque si ha (1) = (2). Il viceversa & ovvio dalle definizioni, quindi siha (1) < (2).
(2) & (3) segue dal fatto che dist(x, Ha) = [|x — Pp,x|| per ogni A € %¢(A) e per ogni x € H.
Ma Py, x = Yaea(x - eq)eq perogni A € P¢(A) e per ogni x € H. Quindi, se vale (3), preso
e>0esisteun A; € Pr(A) tc.

<é&

= > (x-enea

A€EA,

ma quindi vale anche per ogni B D A, in quanto in tal caso

<é&

- S enen

AeB

=dist(x, Hg) < dist(x,Ha,) = ||x — Z (x-ex)ea

A€EA,

dunque (3) = (4). Il viceversa ¢ ovvio dalle definizioni, quindi si ha (3) &= (4). Ovviamente (6)
= (5). Dimostriamo che (5) = (6). Siano x,y € H, vale

(x-y) = b+ Y112 = llx = yII%]

N

dunque per (5) si ha

(x-y) =% D +y) el = D1 =y) - en)l| = D x-e)(y - ea)

AeA AeA AeA
che ¢ (6). Notiamo che (7) ¢ equivalente (facile verifica dimostrando le contronominali) all’affer-

mazione
VxeH ((x-ey)=0VieA) =x=0. ™M)

Da (5) segue facilmente (M). Viceversa se vale (M) dimostriamo che vale (5). Notiamo che & ben
definita in H la somma 5 (x - €4)e,, infatti prendiamo Hy = span({e,}eca) che & chiuso in
H completo e quindi anch’esso ¢ completo e prendiamo xog = Pg,x. Notiamo che {e}1ca € base
hilbertiana in Hy che & completo, dunque per il punto (4) si ha lo sviluppo

xo= D, (x0-e)ea
AEN
ma (xo - ey) = (x-ey) YA € A, in quanto Py, & autoaggiunto e Py e, = e,. Infatti essendo Pp,
un proiettore lineare isometrico per ogni x, y € H vale

(Pryx - ) = (Pyx - Pryy) = (PryX - Payy) = (x-y) = (Prox - Py y) = (x - Pryy).

Quindi abbiamo

Z(x -el)ey=x9 € H.
AeA

Di conseguenza possiamo considerare u = x — Y, 3c(x - €1) e, che € nullo per (M), dunque

x= > (x-eeq

AeN

ossia (M) = (4). Da quanto dimostrato precedentemente sappiamo anche che (4) = (5), dunque
(M) = (5). Ossia si ha (7) = (M) < (5), che conclude la dimostrazione. O
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Teorema 2.5.7: Supponiamo K = C. Sia {e,}1ca un sistema ortonormale di H. Sono equivalenti
(1) {ea}ica € una base hilbertiana;
(2) Vx € H infacp, () dist(x, Ha) = 0in cui Ha = span({e, | 1 € A});
(3) Vx € H infac,(a) Ix = Pu,x|| = 0;
(4) Vx € H la famiglia {(x - ey)e 1} ien € sommabile con somma Y, ep(x - €1)eq = x;
(5) Vx € H |Ix|I* = Zaen |(x - ed) |
(6) Vx,y € H (x-y) = Saealx - e) (v - €2
(7) la famiglia {e;} 1cn € massimale tra i sistemi ortonormali di H.

Dimostrazione. Analoga alla dimostrazione del Teorema 2.5.6 tranne che per (6) che diventa

Vx,y€H (x-y)= > (x-e)(y-ea)
AN

e si dimostra usando I’uguaglianza

1

3
(x-y) = =[x+ = (x =y +ilx+iy)* —i(x —iy)*] = = > i (x +i*y)%
k=0

Al —
N

Infatti con (5) ci da

3 3
2VE N+ iy e = 3 ! 2lc-e) +if (e’ = D (x- ey - ea)
=0 k=0

ST

(x-y)= 1
AeA AeA = AeA

O

Definizione 2.5.8: Sia {e¢,}.1cA una base hilbertiana di H. Lo sviluppo

x= > (x-e)eq
AeA
dato dal Teorema 2.5.6 (4) o dal Teorema 2.5.7 (4), ¢ detto sviluppo di Fourier di x rispetto alla
base hilbertiana {e,} 1ea. I numeri {(x - €,) } 1ea sono detti coefficienti di Fourier di x rispetto alla
base hilbertiana {e 1} e.

Osservazione 2.5.9: Ricordiamo che una serie a termini positivi finita ha al pitt un numero nu-
merabile di addendi non nulli. L'Identita di Parseval (Teorema 2.5.6 (5) o Teorema 2.5.7 (5), a
seconda di chi ¢ K) ci dice che la serie delle norme quadre dei coefficienti di Fourier di un qualun-
que elemento di H rispetto ad una qualsiasi base hilbertiana ¢ finita, quindi i coefficienti di Fourier
non nulli di un qualsiasi x € H sono sempre al pii numerabili.

Corollario 2.5.10: Ogni sistema ortonormale di H si puo estendere ad una base hilbertiana di
H.

Dimostrazione. Sia {e}aea, un sistema ortonormale di H. Se ho una catena per I’inclusione di
sistemi ortonormali di H che contengono {e} 1c,. Ovviamente la loro unione ¢ sempre un sistema
ortonormale che contiene {e,}1ea, €d € un maggiorante di tutta la catena nella famiglia dei sistemi
ortonormali di H che contengono {e}ca,. Quindi posso applicare il Lemma di Zorn che mi da
la tesi grazie al Teorema 2.5.6 (7) o al Teorema 2.5.7 (7) (a seconda di chi ¢ K). O
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Proposizione 2.5.11: Supponiamo K = R. Sia {e,}1ca una base hilbertiana di H. Allora H é
linearmente isometrico allo spazio

A€A

munito del prodotto scalare (f - g) = Saea f(Dg(1) Vf,g € 2(AR). In cuiy é la misura
contapunti su A.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ® : H — ¢*(A;R) t.c.
O(x) =% con £(1) =(x-ey) Yxe H VleA.

Questa mappa ¢ ben definita ed ¢ I’isomorfismo cercato. Infatti per 1’Identita di Parseval (Teorema
2.5.6 (5)) vale £ € £>(A,R) Vx € H, la linearita di ® segue dalla linearita nella prima variabile
del prodotto hermitiano di H ed ¢ isometrica sempre per 1’Identita di Parseval (Teorema 2.5.6
(5)). In particolare @ ¢ iniettiva essendo isometrica. Manca da dimostrare solo la surgettivita.
Sia f € £>(A,R).Vale 3 ea | f(1)|> < 400, di conseguenza solo al pill un numero numerabile
di addendi & non nullo, mettiamo siano quelli di indici in A ¢ A. Se A ¢ finito allora la somma
X5 = X aen f(A)e, & banalmente ben definita in H e per costruzione vale ®(xy) = f. Se invece A
& numerabile, poniamo A = {Ax } ke, facciamo vedere che S, = too f (Ak)eq, € diCauchy in H.
Infatti presi p,qg € N, p < g, si ha

q
1Sg =Spl> = D5 1FQP < >3 1f ()P =o(1) perp,q — +oo

k=p+1 k>p+1

in quanto coda di serie convergente. Di conseguenza, per completezza di H, esiste ¢ ben definita
la somma x¢ = Ygen | f(Ak)|> = Zaea f (e, in H, inoltre per costruzione (e per continuita del
prodotto scalare) vale ®(xy) = f. O

Proposizione 2.5.12: Supponiamo K = C. Sia {e }1ca una base hilbertiana di H. Allora H ¢é
linearmente isometrico allo spazio

2(A;C) = {f A C| D)< +oo} = L>(A,P(A),y) = L*(A, P(A),y)
AeA

munito del prodotto hermitiano (f - g) = YX1ea f(D)g(d) Vf,g € fz(A; C). In cui y é la misura

contapunti su A.

Dimostrazione. Analoga a quella della Proposizione precedente, con 1’unica differenza nell’uso
del Teorema 2.5.7 al posto del Teorema 2.5.6. O

Proposizione 2.5.13: Tutte le basi hilbertiane di H hanno la stessa cardinalita.

Dimostrazione. Se H ha un base hilbertiana finita di cardinalita n € N, allora H ¢ isomorfo a R",
dunque ogni altra base hilbertiana di H avra cardinalita n (in quanto una sottofamiglia finita di H
¢ base hilbertiana se e solo se & base algebrica). Altrimenti sia {e}eA una base hilbertiana di H
con |A| = No. Consideriamo il denso D = spang({ea}ien). conQ = Qse K =Ro Q = Q +iQ
se K = C, e notiamo che |D| = |A|. Prendiamo quindi {f,},em un’altra base hilbertiana di H,



28 2.6. Ortonormalizzazione di Grahm-Schmidt e Polinomi Ortonormali

essendo || f, — fvll = V2 Yu,v € M abbiamo che le palle {B(fus %)}ﬂeM sono disgiunte. Usando
I’assioma della scelta possiamo prendere una mappa

1
M3 pr— x, EDﬂB(f#,E)
in cui D N B(fy, %) # O per densita di D. Tale mappa ¢ iniettiva perché abbiamo detto che le
palle {B(fy, %)} wem sono disgiunte, di conseguenza abbiamo |M| < |D|. Per simmetria della

costruzione otteniamo anche |D| < |M|. Quindi |M| = |D| = |A]. O

Definizione 2.5.14: La dimensione hilbertiana di H ¢ la cardinalitd di una sua qualsiasi base
hilbertiana.

Osservazione 2.5.15: La definizione appena data ¢ ben posta grazie alla Proposizione 2.5.13.

Proposizione 2.5.16: Sia H di dimensione infinita e {e,}1ca una sua base hilbertiana. Allora
{€ea}1en € numerabile se e solo se H é separabile.

Dimostrazione. (=): Si ha

H = span({ea}1en) = spang ({ea}aen)

conQ =QseK=RoQ =Q+iQseK = C, eil termine spang,({ea}1ca) € numerabile (in
entrambi i casi) essendo {e,} 1cA numerabile.

(&): Se per assurdo ci fosse una {e,} ;e base hilbertiana pili che numerabile, essendo ||e; —
exll = V2 VA, 2’ € A siavrebbe H non separabile perché avrei una famiglia piu che numerabile

di palle disgiunte, (B(e e \/i))/l K ed una famiglia numerabile non puo intersecarle tutte. m]
€

2.6 Ortonormalizzazione di Grahm-Schmidt e Polinomi Ortonormali

Descriviamo adesso un processo standard per costruire basi hilbertiane. Tale processo ¢ chiama-
to ortonormalizzazione di Grahm-Schmidt. Prendiamo H uno spazio di Hilbert separabile reale o
complesso di dimensione infinita. Sia { fi }xen una famiglia di elementi di H linearmente indipen-
denti e t.c. spany ({ fx}xen) = H con K = R o C a seconda del caso. Per ogni n € N consideriamo
il sottospazio n-dimensionale di H

H, = spany (fo, -+ fu-1)

e notiamo che H, ¢ H,y; Vn € N. Si vuole definite un sistema ortonormale (uy)ien t.C.
spany (o, ..., un—1) = H, VYn € N. Consideriamo

_
sl

U = fn_Pann

" an _Pann”

ed osserviamo che Pp, f, € H, e f, ¢ H,. Per induzione segue che spany (uo, ..., uy—1) =
spany (o, .., fu—1) = Hy ed in particolare per ogni k < nuy € H, eu, € H;-, perché f,,— Py, fu €
H; perciod (uy - u,) = 0 per ogni k < n. Per simmetria si ottiene (uy - u,) = 0 per ogni k # n.
Mentre (up - ug) =1 Vk € N.

uo
(2.5)
Vn e Ny
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Osservazione 2.6.1: Osserviamo che Py, f,, = ZZ;& (fn - ur)ug per ogni n € N, quindi (2.5) ¢
effettivamente una definizione per ricorrenza.

Esempio 2.6.2 (Polinomi ortonormali): Consideriamo il caso particolare di H = L*(I, u) con
I c R intervallo, 4 misura non atomica con [, x2Xdu(x) < +c0 Vk € Ne tc. la famiglia
(xF)ken © L2(1, 1) genera un sottospazio di L2(I, u) denso. Questo & il caso ad esempio di u
finita su 7 intervallo limitato, in quanto C[x] & denso uniformemente in C%(7) per il teorema di
Stone-Weierstrass e C°(I) ¢ L?(I, 1) & denso perché se u € L*>(I, y1) € (ttn)nen © CO(I) converge
ad u uniformemente si ha

/lun —ul*du < |lu, - ”&,1#(1) — 0 pern — +oo.
I

Sotto queste ipotesi il processo di ortonormalizzazione di Grahm-Schmidt & applicabile (x*)zen
e produce una successione di polinomi (pg )keN che sono detti polinomi ortonormali di p. Os-
serviamo che pl(x) = anx" + g% (x), con a, > 0e ¢! | di grado al pit n — 1, per ogni
neN.

Proposizione 2.6.3: Sia u misura boreliana non atomica su I C R intervallo con f 7 x2Kdu(x) <
+oo Vk € Ne tc. la famiglia (x®)xen © L*(I, u) genera un sottospazio di L*(I, i) denso. I
polinomi ortonormali di p1, {p } nen, compongono I'unica famiglia numerabile di polinomi t.c.

(1) ph(x) = apx™+ qg_l(x), cona, >0e qg_l di grado al pivin — 1, per ognin € N;
(2) [ P )P (x)dp(x) = 6 m Vn,m € N,

Dimostrazione. Si nota facilmente che i polinomi {p’ },cn soddisfano (1) e (2). Viceversa sia
{Pn}nen C C[x] una qualsiasi famiglia numerabile di polinomi che soddisfa (1) e (2). Fissiamo
n € N. Notiamo che la famiglia { pf }i=0.....n € una base per spang(1, x, ..., x™), dunque

.....

pn(x) = D cnipt (x) (2.6)
i=0

per qualche coefficiente {c,_;}i=0.....
base di spanc(1,x, ..., xb), dunque

.....

pr(x) =D bixpr(x)
k=0

da cui si ottiene facilmente che p'l‘.‘ ¢ ortogonale ad ogni px coni < k, in particolare se i €
{0,1,...,n — 1} abbiamo che pf’ ¢ ortogonale a p,. Di conseguenza da (2.6) si ricava ¢,; =
0 Vie{0,1,...,n— 1} e si ottiene

pn(x) = Cn,npfll-

Infine abbiamo
1= /Ipidﬂ =ci, /I(pf{)zdu =cpn

che cida ¢, = =1, ma scrivendo p, (x) = bux" +qu-1(x) € py = anx" +q'_(x),cona,, b, >0
e q;’_l, q;l_] di grado al pitt n — 1, si ha b, = ¢, na, da cui necessariamente ¢, , = 1. Quindi

pn = ph, dacui la tesi per I’arbitrarieta di n € N. O
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Proposizione 2.6.4: Sia u misura boreliana non atomica su I C R intervallo con f 7 x2Kdu(x) <
+oo Vk € N e t.c. la famiglia (x*)ren € L?(1, 1) genera un sottospazio di L*(1, i) denso. Siano
{ph}nen la famiglia dei polinomi ortonormali di p. Allora per ogni n € N il polinomio pl ha n
zeri reali e distinti su 1.

Dimostrazione. Per n € N, il polinomio p’ & ortogonale a ph, per m € {0,1,...,n — 1}, dunque
ph € HY ¥n € N,. Se p! non avesse n zeri distinti reali su /, i suoi zeri reali di molteplicita
dispari in / sarebbero meno di n. Siano x; < ... < x,, con r < n, tali zeri di molteplicita dispari.
Dunque il polinomio

W) = [ [0 -x) € H,
i=1

in quanto ha grado r < n, quindi
[ Phow dutx) o,
I

Ma g(x) = p! (x)w(x) € C[x] ha segno costante su /, in quanto sia p’, che w cambiano di segno
in tutti e soli i punti {x;};=1, .., di conseguenza ¢g(x) = 0 per u-q.0. x € I. Grazie a quanto appena
provato ed alla continuita di ¢g di ottiene ¢ = 0 su tutto /, che & un assurdo in quanto g ¢ non
atomica, quindi ogni polinomio ¢ u-q.0. non nullo su /. O
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Spazi Vettoriali Topologici

In tutto il resto del capitolo saralK =R o C.

3.1 Definizione e Prime Proprieta

Definizione 3.1.1: Uno spazio vettoriale topologico (in breve SVT) su K X € uno spazio vettoriale
su K munito di una topologia che rende continue le operazioni di somma e prodotto per scalari de-
finite su X. Se in aggiunta ogni punto x € X ammette un sistema fondamentale di intorni convessi,
lo spazio X ¢ detto spazio vettoriale topologico localmente convesso (in breve SVTLC) su K.

Esempio 3.1.2: Ogni spazio normato ¢ uno SVTLC.

Osservazione 3.1.3: Sia X uno SVT su [K. Notiamo che le applicazioni di traslazione e moltipli-
cazione per uno scalare sono omeomorfismi. In particolare la topologia di uno SVT ¢ invariante
per traslazione, ossia VE C X Vx € X vale E aperto se e solo se x + E ¢ aperto. Dunque la
topologia di uno SVT ¢ completamente determinata dagli intorni dell’origine, in particolare preso
un qualsiasi x € X un U ¢ intorno di x se e solose U = x +V con V un intorno di 0 € X.

Definizione 3.1.4: Sia X uno SVT su K. Chiamiamo sistema locale di intorni di X la famiglia
di tutti gli intorni di 0 € X. Mentre chiamiamo base locale di intorni un sistema fondamentale di
intornidi 0 € X.

Definizione 3.1.5: Dato X spazio vettoriale su K, un suo sottoinsieme B C X ¢ detto bilanciato
seaB C B Ya € K con |a] < 1.

Osservazione 3.1.6:  Se B ¢ un sottoinsieme bilanciato di X spazio vettoriale su [K, allora per ogni
v € K con |y| =1 vale yB = B.

Definizione 3.1.7: Sia X uno SVT su K. Un suo sottoinsieme A C X ¢ detto assorbente se
Vxe X 3t >0 tc. x €tA.

31
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Osservazione 3.1.8: Un U C X intorno di 0 € X, con X SVT, é sempre assorbente.

Infatti il prodotto per scalari & continuo, dunque preso x € X qualsiasi, prendendo (7;,),en C K
infinitesima abbiamo #,x — 0 in X, da cui segue I’esistenza di un @ € K t.c. ax € U, ma allora
X € éU .

Corollario 3.1.9: Sia X uno SVT con base locale . Se V. C X é un suo sottospazio lineare
proprio alloraV = (.

Dimostrazione. Se fosse V # () allora preso x € V si avrebbe ’esistenzadiun U € B t.c. x+ U C
V., ma allora U c V e U ¢ assorbente (¢ intorno di 0 € X), dunque necessariamente V = X,
assurdo. O

Osservazione 3.1.10: Se X ¢ uno SVT e C C X € un suo convesso assorbente si ha necessaria-
mente 0 € C.

Lemma 3.1.11: Sia X uno SVT su K. Esiste una base locale di intorni aperti bilanciati per
lorigine di X. Se invece X é uno SVTLC su K allora esiste una base locale di intorni aperti
convessi e bilanciati per l'origine di X.

Dimostrazione. (Facoltativo) Proviamo la prima affermazione. Sia U un intorno di 0 € X. Essendo
la moltiplicazione per scalari un’applicazione continua, esistono un 6 > 0 ed un intorno aperto V
di0e Xtc. aV cU Va € K con |a| < . Definisco

w= [ av

ack
la|<o

allora W & un intorno aperto di 0 € X, W C U ed ¢ bilanciato. Infatti se 8 € [K & con |3| < 1 allora
|Ba| < |a| < 6 per ogni @ € K con |a| < ¢ e quindi BaV C U. Di conseguenza

BW = () BaV c va w.

aek ye
|a|<o |7|<5
Vediamo il caso localmente convesso. Sia U un intorno convesso di 0 € X. Consideriamo il
convesso bilanciato
A= () aU

ack
|a|=1

che ¢ non vuoto perché di sicuro 0 € A. Sia ora W come costruito nel caso precedente. Allora
W & un intorno aperto e bilanciato di 0 € X contenuto in U. Quindi Va € K con |a| = 1 vale
a~'W c W, da cui

WcaW calU.

Questo mostra che W C A. In particolare W C A Quindi A & non vuoto ed & allora un intorno di
0 € X. Vediamo che & convesso. Siat € [0, 1], la convessita di A ed il fatto che AcA implicano
che

1A + (1- t)ﬁ CcA

ed essendo A° il piu grande apertoin A e tA + (1- t)A aperto in A segue tA + (1- t)A c A, dacui
1A + (1- t)A A che ¢ la convessita voluta. Per concludere bisogna vedere che A° ¢ bilanciato.
Per costruzione se 8 € K con |8| < 1,siha

BA = ﬂﬁaU (M «(8IU)

aeK
|<l| 1 |a]=1
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ed essendo U convesso e contenente O € X si ha quindi |8|U C U, da cui
BA C A.

Segue che per 8 € K con |B] < 1 ,vale

BACA
che ¢ quanto voluto. Quindi A & un intorno aperto, convesso e bilanciato di 0 € X contenuto in
U. m]

Lemma 3.1.12:  Sia X un insieme e per ogni x € X sia data una famiglia 9B di sottoinsiemi di
X. Supponiamo che per le {%B .} xex valgano le seguenti proprieta:

(1) VAeB,, x€ A
(2) VA€ B, ABe€ By tc.Vye Bsiha A e PBy;

allora esiste un unica topologia su X t.c. per ogni x € X la famiglia B coincida con la famiglia
degli intorni di x.

Dimostrazione. (Facoltativo) Non ¢& difficile verificare che

T={0OC X |VxeXsexe€OalloraO € %B,}

¢ una topologia su X che realizza quanto voluto. L’unicita segue dal fatto che una topologia come
nella tesi € caratterizzata dalle famiglie {9} xex. O

Proposizione 3.1.13:  Sia X uno spazio vettoriale su K e sia 8 C P(X) una famiglia di sottoin-
siemi di X t.c. 0 € U YU € 9B. Supponiamo che B verifichi le seguenti proprieta:

(1) VU)VedB W e B tec WcUNV;
2)VUeB AVePRBtc. V+V cCcU;
(3) YU € % U é assorbente e bilanciato;
allora % ¢ base locale di intorni per un’unica topologia da SVT su X.

Dimostrazione. (Facoltativo) Per ogni x € X definiamo la famiglia di insiemi
Bx)={VePX)|IUecBtc.x+UcCV}

Sia U € 9%, avendo 0 € U necessariamente x = x +0 € x + U € %B(x) per ogni x € X. Inoltre
fissatox € X ed A =x+ U € 9B (x), dalla (2) si ha’esistenzadiunV € 9 t.c. V+V c U. Quindi
definendo B =x+V € % (x) si hache perogniy € B

y+VCcB+Vcx+V+Vcx+U=A

dunque A € %B(y). Quindi possiamo applicare il Lemma 3.1.12 per dire che che esiste un’unica
topologia 7 su X che ha % (x) come sistema fondamentale di intorni per x per ogni x € X, in
particolare % lo & per 0 € X. Rimane da controllare la continuita delle operazioni di somma e
prodotto per scalari rispetto a tale topologia. La continuita della somma segue facilmente da (2).
Vediamo la continuita del prodotto per scalari. Sia (1g,xg) € KxX esiaU’ = Agxo+U € B (Agxo)
(cioe U € 98). Dalle proprieta (2) ancora segue 1’esistenzadiun W € B tc. W+ W+ W c U ed
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essendo W assorbente (per (3)) si ha I’esistenza di un r > 0 t.c. per ogni A € K con |1] < r valga
Axg € W e possiamo prendere r < 1 senza perdita di generalita.
Se 1o = 0 allora, essendo W bilanciato (e » < 1), si ha

U Axo+W)= | Axo+aW)
AeBy (0,r) A€B (0,r)

c |J Axo+W)cW+WcW+W+WcU.
AeBy (0,r)

Se invece Ao # 0, preso oo = min{r, |1g|}, sempre perché W & bilanciato (e o < r < 1), si ha

U Axo+lal™'W)y = | (Axo+ald0”'W)
/lEBK(/l(),O') /lEBK(/Io,O')
= U (t+a0)x0+ (t+20)W)
teByk (0,07)

CW+W+W+ Agxg C U+ Agxg
da cui la continuita voluta. O
Proposizione 3.1.14:  Sia X uno SVT sulK. Siano K C X compattoe C C X chiuso con KNC = 0.

Allora 3V intorno di 0 € X t.c.
(K+V)n(C+V)=0.

Dimostrazione. Per ogni x € K sihax ¢ C, dunque U, intornodi0 € X tc. (x+U,)NC = 0.
Per continuita dell’applicazione

XXXXX2uv,w)r—u+v-weX

AV, intorno di 0 € X t.c. Vi +V, =V, C Uy. Siccome K C Uyeg x + Vi, per compattezza,
Hxg,..oxmp cK,meN, tc. K C U™, x; + Vy,. Prendiamo

questo & ancora un intorno aperto di 0 € X e vale

m

le-+vx,.)+V—v=

i=1

K+V-VcC

m m
(xi + Vi +V=V) c|Jxi + Uy,
i=1 i=1

ma (x;+U,,)NC =0 Vi € {1, ...,m}, dunque (K+V—-V)NC = 0, dacuisegue (K+V)N(C+V) =
0. o

Corollario 3.1.15: Uno SVT X su K é sempre T3.

Proposizione 3.1.16: Uno SVT X su K é TO0 se e solo se ¢ T1.

Dimostrazione. Se X ¢ T1 ovviamente ¢ 70. Se invece X ¢ 70 prendiamo x, y € X, allora3U, c X
intorno aperto bilanciato di x t.c. y ¢ U, (a meno di scambiarli posso considerare questo setting).
Esiste V' C X intorno aperto bilanciato di 0 € X t.c. Uy = x + V. Consideriamo Uy, = y+V e
dimostriamo che x ¢ U, Infatti se per assurdo fosse x € U, allora esisterebbe v € V t.c. x = y +v,
ma alloray =x —ve—v € V (V ¢ bilanciato), dunque si avrebbe y € x +V = U, che ¢ un assurdo.
La tesi segue facilmente. O
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Corollario 3.1.17: Uno SVT X su KK, sono equivalenti:
e XeTo;
e XeT2;

* X éregolare, ossiaT1 e T3.

3.2 Seminorme, Funzionale di Minkowski e Topologia

Definizione 3.2.1: Sia X uno spazio vettoriale su K. Una funzione p : X — R t.c.
(1) plx+y) <px)+p(y) Vx,y e X;
) plax) =|a|p(x) Vx € X Va € K;

¢ detta seminorma su X.

Osservazione 3.2.2: Osserviamo che se p € una seminorma su X spazio vettoriale su K, allora
p(0)=0e
0=p(@0)=plx-x) <2p(x)

ossia p(x) > 0 Vx € X. Inoltre se p(x) = 0 implicax = 0 € X allora p ¢ effettivamente una norma
su X.

Definizione 3.2.3 (Funzionale di Minkowski): Siano X uno spazio vettoriale sul e C C X un
suo convesso assorbente. Definiamo il funzionale di Minkowski di C come il pc : X — Rt.c.

pc(x) =inf{t > 0| x € tC} € [0,+c0) Vx € X.

Proposizione 3.2.4: Siano X uno spazio vettoriale sulK e p una seminorma su X. Allora l’insieme
B={xeX|pk) <1}

é convesso, bilanciato ed assorbente, inoltre p = pg. Dunque ogni seminorma su uno SVT é il
funzionale di Minkowski di un convesso bilanciato ed assorbente.

Dimostrazione. Essendo p una seminorma ¢ chiaro che B ¢ bilanciato. Se x,y € Bet € [0, 1]
allora

pltx+(1=10)y) <tp(x)+(1-t)p(y) <1

dunque B ¢ convesso. Se x € X e s > p(x) allora
p(s"Ix)=s"1p(x) < 1

che prova I’assorbenza di B. Il conto appena fatto prova anche che pg(x) < s Vs > p(x), dunque
pe(x) < p(x) Vx € X.

Inoltre se ¢ € (0, p(x)], allora p(t~'x) > 1 dacui #~'x ¢ B, Quindi dalla definizione di pp segue
pp(x) =t Vit € (0, p(x)], dunque

pe(x) = p(x) Vx e X.

che conclude la dimostrazione. O
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Definizione 3.2.5: Siano X uno spazio vettoriale su kK =RoCe p : X — K, diciamo che p ¢
sublineare se

(1) plx+y) < px)+p(y) YVx,y € X;

2) p(tx) =tp(x) Vxe X Vt = 0.

Proposizione 3.2.6: Siano X uno spazio vettoriale su K e C C X un suo convesso assorbente. 1l
funzionale di Minkowski pc é sublineare e vale

{xeX|pclx)<l}cCc{xeX|pc(x) <1}
Dimostrazione. Presix € X et > 0siha
pc(tx) =inf{s > 0| tx € sC}

=inf{toc | o >0, tx etoC}

=tinf{c >0 |x € oC} =tpc(x).
Inoltre, per convessita, vale

aC+bC c (a+b)C Va,b > 0.

Infatti, se almeno uno tra a e b & non nullo, per ogni x,x” € C si ha

a b
"eC
a+bx+a+bx ©

che implica ax + bx’ € (a + b)C. Mentre se a = b = 0 I’inclusione voluta ¢ ovvia. Presi x,y € X
ed & > 0, per definizione di p¢c, sihax € (pc(x)+&)Cey e (pc(y)+¢&)C, quindi

x+y € (pc(x)+&)C+(pc(y)+e)C C (pc(x) +pc(y) +2¢)C
che implica
pc(x+y) < pc(x) +pc(y) +2¢

che per ¢ — 0% conclude la dimostrazione della sublinearita di p.

Inoltre dalla definizione di pc vale pc(x) < 1 Vx € C,cioe C C {x € X | pc(x) < 1}.
Viceversa preso x € X con pc(x) < 1, necessariamente Is < 1 t.c. x € sC. Ma sC C C in quanto
s < 1,0 € C e C ¢ convesso, in quanto contiene tutto il segmento congiungente O ed x, che in
particolare contiene sx per ogni s < 1, quindi effettivamente

{xeX|pclx)<l1l}cC. O

Proposizione 3.2.7: Siano X uno spazio vettoriale su K e C C X un suo convesso, bilanciato ed
assorbente. Allora il funzionale di Minkowski pc é una seminorma su X.

Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 3.2.6 basta dimostrare che pc(ax) = |a|pc(x) Vx €
X Va € K. Fissiamo quindi x € X ed o € [K. Vale
a
peax) = lalpe | iorr| = lalpe )
infatti essendo C bilanciato, pery € K con |[y| = 1,valeyC=Ce
pc(yx) =inf{t > 0| yx € tC}
=inf{t > 0| x € tyC}
inf{t >0 |x e€tC}=pc(x).
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Corollario 3.2.8: Sia X uno spazio vettoriale su K. Esiste una corrispondenza biunivoca tra le
seminorme su X e i suoi sottoinsiemi convessi, bilanciati ed assorbenti.

Vediamo ora come creare SVTLC.

Definizione 3.2.9: Sia X uno SVT su K. Una famiglia P di seminorme su X ¢ detta separante se
VxeX dp e P tc. p(x) > 0.

Se . & un insieme, chiameremo . * la famiglia dei suoi sottoinsiemi finiti.

Teorema 3.2.10: Siano X uno spazio vettoriale su K e P = {p;}icg una famiglia di seminorme.
Associamo ad ognii € ¥, € > 0 linsieme

Ui(e) ={x € X | pi(x) < &} 3.1

eadognil € 9% ne N,

Ui(e) = (N Uie).

iel
Prendiamo
Bp = {Ul(s) |Ie9% &> 0}

e definiamo una topologia tp nel seguente modo
A € Tp < A é unione di traslati di elementi di Bp.

Allora %Bp ¢é una base locale di intorni convessi e bilanciati della topologia tp che rende X uno
SVTLC. Inoltre se P ¢é separante allora vp rende X SVTLC T?2.

Dimostrazione. (Facoltativo) Chiaramente la famiglia Tp ¢ effettivamente una topologia ed ¢ in-
variante per traslazioni su X. Inoltre per 7p la famiglia %p ¢ effettivamente una base locale di
insiemi convessi e bilanciati (facili verifiche).

Verifichiamo la continuita delle operazioni. Siano x,y € X € U4y un intorno di x + y, allora
U =Uxyy — (x+y) & intorno di 0 e quindi

U> U](S)
per qualche I € .9* e qualche & > 0. Poniamo
V=U;(27'%)

intorno di 0 in X, essendo ogni p € P una seminorma vale V +V c Uj(g) C U, in quanto se
x,yeVedielsiha

pi(x+y) < pi(x) + pi(y) <22 e =,

dunque (x +V)+ (y+V) = (x+y)+(V+V) C (x+y) + U = Uxyy. Questo prova la continuita
della somma.

Siano orax € X e a@ € K. Prendiamo U, intorno di x e consideriamo U = U, — ax. Allora
esistono I € % e e > 0t.c. Us(e) c U, poniamo quindi V = U;(27'&) come sopra. Prendiamo
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§ > 0t.c. s max;es pi(x) <2 'eed gy € Ny tc. g9(Ja|+6) < 27 . Prendiamo ora z € x+Uj (o)
edeKtc. |[1—a| <6, alloraper ognii € [ siha

pi(Az —ax) = pi(Az — Ax + Ax — ax)
< |Api(z —x) + |1 - a|p:(x)
< |Aleg +dpi(x)
< (|1 —al+lal)eo +6pi(x)

<(la|+8)ep+2 e <&

e quindi Az € ax + Uj(e) C ax + U = Ugyy. Questo prova che anche la moltiplicazione per scalari
¢ continua. Dunque X ¢ uno SVTLC.

Supponiamo ora P ¢ separante. Sia x € X, x # 0, allora p;(x) > 0 per un qualche i € ¥ ed
esisteun n € Ny t.c. np;(x) > 1. Quindi x ¢ U;(n~") e di conseguenza 0 € X non appartiene
all’intorno x — U;(n~!) di x. Dunque x ¢ {0} Vx € X \ {0}, ossia {0} = {0} che quindi € chiuso.
Ma allora, essendo 79 invariante per traslazioni, ogni singoletto ¢ chiuso, ossia X ¢ T1. O

Teorema 3.2.11: Sia X uno SVTLC su K, allora esiste una famiglia di seminorme P su X la cui
topologia indotta Tp coincide con la topologia originaria di X. Se X é T2 allora tale famiglia di
seminorme é anche separante.

Dimostrazione. (Facoltativo) Peril Lemma 3.1.11 esiste una base locale %8 di intorni aperti, conves-
si e bilanciati di 0 € X. Consideriamo la famiglia di seminorme P = {pc}ces (SOno seminorme
per la Proposizione 3.2.7). Dico che

C={xeX|pclx) <1} VCe%B.

Fissiamo C € 98. Se x € Cesiste t < 1 t.c. x € tC, in quanto C ¢ aperto. Quindi pc(x) < 1. Se
invece x ¢ C la condizione x € tC implicat > 1, in quanto C ¢ bilanciato, dunque pc(x) > 1. Ora
se prendiamo € > 0, per quanto appena provato e dal fatto che p € una seminorma, si ha

lpc(x) —pc(WI < pcx-y) <e

sex —y € eC perogni C € 9%, dunque pc ¢ continua. Infinese X ¢ T2 ex € X e x # 0, allora
x ¢ C per un qualche C € % e per questo C si ha pc(x) > 1. Quindi P & separante.

Consideriamo la topologia Tp (indotta su X dalla famiglia di seminorme P come nel Teorema
3.2.10) e confrontiamola con la topologia 7 originaria di X. Tp ¢ la meno fine topologia che rende
continue le seminorme di P, dunque per quanto appena dimostrato vale necessariamente 7p C T.
Viceversa se C € 98, allora

C={xeX|pclx) <1} =V(pc,1)
dunque C € tp e questo vale per ogni C € %, quindi 7 C Tp. O
Corollario 3.2.12: Sia X uno SVT. Allora:

* X ¢ SVTLC se e solo se la sua topologia é indotta da una famiglia di seminorme P;

* X ¢ SVILC T2 se e solo se la sua topologia é indotta da una famiglia di seminorme P
separante.
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3.3 Funzioni Lineari su SVT

Analogamente a quanto fatto per gli spazi normati diamo le seguenti definizioni.

Definizione 3.3.1: Siano X,Y due SVT su K = R o C, chiamiamo
L(X,Y)={T : X - Y |T lineare e continuo}
lo spazio degli operatori lineari continui da X a Y. E per i funzionali
X' ={f:X —> K| f lineare}

X" ={f:X — K| f lineare e continuo}

gli spazi duale algebrico e duale di X.
Iniziamo studiando i funzionali lineari su uno SVT.

Proposizione 3.3.2: Siano X uno SVT su K ed f € X’ un funzionale lineare non nullo. Sono
equivalenti

(1) f é continuo;

(2) Ker(f) é chiuso;

(3) Ker(f) é non denso in X;

(4) f e limitato in un intorno di 0 € X;
(5) f é limitato su un aperto di X.

Dimostrazione. (Facolativo) Essendo Ker(f) = f~!1({0}) e {0} chiuso in [ segue che (1) = (2). Se
Ker( f) ¢ chiuso allora non puo essere denso, altrimenti f sarebbe il funzionale nullo per continuita,
dunque (2) = (3). Se Ker(f) non & denso in X allora il suo complementare X \ Ker( f) &€ non vuoto
e con parte interna non vuota, quindi esiste un x € X \ Ker(f) e, per il Lemma 3.1.11, esiste un
intorno bilanciato di 0 € X, V, t.c.

(x+V)nKer(f)=0.

Notiamo che anche f(V) ¢ un insieme bilanciato di K. Se f(V) ¢ limitato allora si ha (4). Se
invece non ¢ limitato, essendo bilanciato, vale f(V) = K ed in particolare esiste un y € V t.c.
(f,y) = =(f,x)ydacuix+y € (x +V) nKer(f) che contraddice ¢ un assurdo per scelta di x.
Quindi (3) = (4). Dimostriamo che (4) = (1). Se vale (4) allora esiste un V intorno di 0 € X ed
un M > 0O t.c.

[{(f,x)] <M Vx eV,

Sia & > 0 e consideriamo U = 17V, allora si vede che |(f,x)| < & Vx € U, ossia f ¢ continua
nell’origine. Questo basta per concludere la continuita su tutto X. Infatti fissiamo un qualsiasi
x € X e un qualsiasi intorno U di (f,x) € K, allora essendo K stesso uno SVT esiste un intorno
Wdi0eKtc U= (f,x)+ W e percontinuita in 0 € X di f esiste un intorno V di 0 € X t.c.
f(V) c W. Di conseguenza, per linearita di f, vale f(x +V) c (f,x) + W = U. Dunque f &
continua in x, che implica (1).
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Infine dimostriamo 1’equivalenza tra (4) e (5). L'implicazione (4) = (5) ¢ ovvia. Viceversa se
U C X ¢ un aperto su cui f ¢ limitato allora preso x € U qualsiasi vale che —x + U ¢ un intorno
aperto di 0 in cui f & limitata, infatti

(f,—x+u>=—<f,x>+<f,u)S—(f,x>+MVuGU
incui M > 0 ¢ una costante t.c. {f,u) <M Yu e U. O
Corollario 3.3.3: Sia P = {pi}icy € una famiglia di seminorme su X spazio vettoriale su K.

Allora tp, la topologia su X indotta da P, é la topologia meno fine su X che rende continue le
seminorme in P.

Dimostrazione. La continuita ¢ semplice conseguenza della Proposizione precedente infatti per
ogni i € ¥, p; ¢ limitata in ogni intorno di 0 del tipo U;(g) € 7p. Inoltre una qualsiasi topologia
che rende continue le seminorme in P deve necessariamente contenere gli insiemi del tipo Uy (&),
dunque deve contenere la topologia 7p. O

Come abbiamo visto la continuita di un funzionale definito su un spazio normato equivale
all’essere dominato dalla norma (a meno di una costante positiva), la prossima proposizione ci da
un analogo di questo fatto nel caso in cui il funzionale & definito su uno SVTLC, la cui topologia
¢ quindi indotta da una famiglia di seminorme (dai fatti della sezione precedente). Sara ancora
K=RoC.

Teorema 3.3.4: Siano X, Y SVTLC su K con topologia indotta rispettivamente dalle famiglie di
seminorme {p;}icy €{q;}jcg. Sia L : X — Y una funzione lineare, sono equivalenti:

(1) L é continua;
(2) perogni j € § esistono1; € 9% ed M; > O t.c.
qj(Lx) < M; ma}xpi(x) Vx € X.
LELj

Se inoltre § é totalmente ordinato e la famiglia di seminorme {q} je g € crescente rispetto a tale
ordine allora la condizione (2) equivale alla seguente:

(2’) perogni j € § esistonoij €. ed M; > 0t.c.

q;(Lx) < M;p;,(x) Vx € X.

Dimostrazione. (Facoltativo) Supponiamo valga (2). Essendo le p; continue, per la Proposizione
3.3.2, sono limitate in un intorno di 0 € X, quindi preso W un intorno di O in Y, esiste un elemento
di base locale contenuto in W, ossia esistono J C j# e € > 0 (Teorema 3.2.10) t.c.

{yeY | maxq;(y) <e}cCcW.
jeJ

Ora per il punto (2) per ogni j € J possiamo trovare M; > 0e Il; € .9 # finito t.c.

q;(y) < M; mE}Xpi(x) Vx € X
lEj

e prendendo per ogni j € J 'intorno di 0 in X

Vi={xeX|pi(x) <eM;' Viel;}
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vale che U = N ey V; ¢ intorno di O in X e
L(U)cWwW

dunque f & continua in 0 e quindi ovunque essendo lineare.
Viceversa supponiamo valga (1). Preso j € ¥ esisteuny; >0edun/; € 9* finito t.c. se

Vi= (e X | pix) < y;} = {x € X | maxpi(x) <y}
te lj

lEI‘,'

vale
L(Vy) c{yeYlq;(y) <1}

allora si ha
q;(Lx) < y;l mz}xpi(x) Vxe X
- 1€ J

che & quanto voluto per 'arbitrarieta di j € ¢. Infatti, fissatix € X e j € ¢:
* se pi(x) = 0 perognii € /; allora si ha
pi(mx) =mp;(x) =0 Viel; VmeN
dunque mx € U Vm € N e quindi
mqj(Lx) =qj(mLx) <1 Vm e N
da cui segue ¢, (Lx) = 0, dunque in tal caso la disuguaglianza & vera ed ¢ un uguaglianza;

* seinvece max;es; pi(x) > 0 vale

,,.(L)q.\ﬁe,_
“\max;eg; pi(x)) = 7 ’

YiX

ja — X
ossta maxies; pi(x)

€ V; e quindi

i qj(Lx) =q; (L [L])Sl

maX;ey; pi(x) maxey; pi(x)

da cui quanto voluto.

Un immediato corollario ¢ il seguente.

Proposizione 3.3.5: Sia X SVTLC su K, la cui topologia é indotta dalla famiglia di seminorme
{piticg. Allora per ¢ : X — K funzionale lineare, sono equivalenti

(1) ¢ é continua;
(2) esistonon €N, I € % edun K > 0 t.c.

(¢, 0)] < K'max p;(x) Vx € X.
L€
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3.4 Limitatezzain SVT

Definizione 3.4.1: Sia X SVTesiano A,B C X. Se 3t > 0t.c. A C tB diremo che A € assorbito
da B e che B assorbe A.

Definizione 3.4.2 (Insieme limitato): Siano X uno SVT su K ed % una sua base locale di intorni.
Un sottoinsieme S C X ¢€ limitato se VU € 98 3t > 0 t.c. S C tU. In parole se S ¢ assorbito da
ogni intorno di 0 € X.

Osservazione 3.4.3: Nel contesto della definizione precedente S ¢ limitato se e solo se YU €
% Jt>0tc. V>t Sct'U.

Osservazione 3.4.4: La definizione precedente non dipende dalla scelta della base locale scelta.

Osservazione 3.4.5: Se (X, ||.]|) & uno spazio normato, allora S C X & limitato se e solo se 3R > 0
t.c. S € B(O,R).

Proposizione 3.4.6: Sia X SVT su K. Valgono le seguenti affermazioni:

(1) Se S c X é limitato allora anche S ¢ limitato;

(2) se 81,82 C X sono limitati allora anche S U S, é limitato;

(3) seY C X é sottospazio lineare e S C Y allora S é limitato in Y se e solo se lo ¢ in X.
Dimostrazione. Sia % una base locale di intorni di X.

) Vale § = Nvea (S+V). Ora per continuita della somma esistono Vi, V5 € 9B t.c. Vi+V, Cc U,
siaV=ViNnV, €% inmodoche V+V cC U. Per limitatezza di S esiste t > Ot.c. S C tV
ed a meno di prendere il massimo tra ¢ e 1 posso supporre ¢t > 1. Dunque

SCcS+VctV+VcitV+tV ctU.

2) SiaU € B esiano 1,1, > 0tc. S € hHU e Sy C rhU. Allora se t = max{t, 1} vale
S1uUS, crU.

(3) Supponiamo che S sia limitato in X. Sia %y la base locale di intorni per Y ottenuta da %
intersecando con Y. Sia V € 9By, allora U € 9B t.c. V= U NY. Per limitatezza in X esiste
unt > 0t.c. S c tU, allora

SctUnNnY=t(UNY) =tV

infatti se y € tU NY allora esiste u € U tc. y = tu, dunque u = t~'y € Y e quindi
y € t(UNY). Di conseguenza tU NY C t(UNY). Linclusione opposta ¢ ovvia essendo Y
sottospazio lineare.

O

Proposizione 3.4.7: Siano X,Y SVT sulK e T : X — Y lineare continua. Se S C X é limitato
allora anche T (S) é limitato.
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Dimostrazione. Sia V C Y un intorno dell’origine di Y. Allora, per continuita, 7~ (V) & intorno
dell’origine di X e quindi esiste t > 0 t.c. S ¢ t7~!(V), ma allora T(S) c tV. ]

Proposizione 3.4.8: Sia X SVT sulK. Un S C X ¢ limitato se e solo se ¥(x,)nen C S successione
e V(ay)nen C K successione infinitesima vale a,x, — 0 € X in X.

Dimostrazione. Prendiamo %8 una base locale di intorni bilanciati (esiste per il Lemma 3.1.11).
Supponiamo S limitato, allora per ogni U € 9B esiste unt > 0 t.c. {x,}tneny € S C tU, ossia

%xn € U Vn € N e siccome definitivamente vale |a,,| < %, definitivamente abbiamo ¢|a,| < 1. Di
conseguenza essendo U bilanciato, definitivamente

1
apXx, = (tan);xn eU

ossia ayx, — 0 € X.
Viceversa se S non ¢ limitato, esiste un U € % tc. S ¢ nU Vn € N, dunque esiste una
successione (x,)uen, C S t.c. x, € nU Vn € N,. Di conseguenza %xn A~ 0eX. O

Proposizione 3.4.9: Siano (X, ||.||) uno spazio normato e S C X. Allora S é limitato se e solo se

sup ||s|| < 4oo.
seS

Dimostrazione. Supponiamo S limitato e consideriamo B(0,1) c X, esiste t > Otc. § C
tB(0,1) = B(0, ), dunque sup,.g [|s]| <t < +c0. Viceversa cosideriamo la base locale di intorni
% ={B(0,r)},>0 e prendiamo R > sup,.g [|s]|. Allora per ogni r > 0 si ha

R
S cB(0,R) =—B(0,r)
r
da cui la tesi essendo Iri > 0. ]

Proposizione 3.4.10: Siano X uno SVTLC su K la cui topologia é indotta dalla famiglia di
seminorme P. Allora S C X é limitato se e solo se

sup p(x) < +co Vp € P.

xeS

Dimostrazione. Supponiamo S C X limitato e fissiamo p € P. Essendo V(p, 1) (definito come
nell’Eq.(3.1)) un intorno di 0 € X, esisteraunn € Nt.c. S € nV(p, 1), dunque p(x) <n Vx € S,
da cui quanto voluto. Viceversa prendiamo U un qualsiasi intorno di 0 € X, allora esiste un aperto
dibase V(pi,n1) N ... N V(pm, am) t.c.

UDV(pi,n) N...0OV(pu,ny).

Siano {M;}i=1,....m t.c. sup,cgpi(x) < M; Vi =1,...,m. Quindi se n > max;<;<,, M;n; allora
S c nU, da cui segue che S ¢ limitato. O

Definizione 3.4.11: Sia X uno SVT su K. Una successione (x,),en C X € detta di Cauchy se
VU intornodi0 € X In e N tc. Vp,g>n x, —x4 € U.

Inoltre X ¢ detto completo se ogni sua successione di Cauchy converge in X.
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Osservazione 3.4.12: Ovviamente se X € spazio normato ritroviamo 1’usuale definizione di suc-
cessione di Cauchy in spazi metrici.

Osservazione 3.4.13: Se X é SVT e (x,)neN € una successione convergente in X, allora (x,)nen
é di Cauchy in X.

Infatti sia x,, = x € X. Presi U,V intornidi 0 € X t.c. V —V C U vale che x + V ¢ intorno di
x e quindi x,, € (x + V) definitivamente. Ma allora definitivamente vale

Xp—Xg€(x+V)-(x+V)=V-VCU.

Proposizione 3.4.14: Sia X uno SVT su K. Una successione di Cauchy in X é limitata in X.

Dimostrazione. Siano (x,)nen una successione di Cauchy e U,V due intorni bilanciati di 0 € X
tc. V+V c U. Per definizione di successione di Cauchy esiste un N € Nt.c. Yn > N vale
Xn € xy + V. Prendiamo s > 1 t.c. xy € sV, allora per ognin > N vale

X, €sV+V CsV+sV csU

quindi x,, € tU Vn € N per ¢ sufficientemente grande. O

3.5 SVT di dimensione finita

Teorema 3.5.1 (di Riesz): Sia X uno SVT T2 su K = R o C. Sono equivalenti:
(1) X ha dimensione finita;
(2) esiste n € N t.c. X é linearmente omeomorfo a K";
(3) X é localmente compatto.

Dimostrazione. Supponiamo che valga (1). Sia B = {ej, ..., e, } una base algebrica di X e consi-
deriamo Wy : K" — X I'isomorfismo lineare dato da

n
Yy(ay,...,a,) = Zaiei Y(ay,...,a,) € K"
i=1

Questa mappa ¢ lineare, bigettiva e continua (¢ composizione di prodotti e somme). Vediamo che
¢ aperta, da cui segue che ¢ un omeomorfismo. Consideriamo By~ la palla unitaria aperta di K" e
vediamo che Wy (Bk~) € intorno di 0 in X (questo dimostra quanto voluto essendo X SVT). Sia V
intorno bilanciato contenuto nell’aperto X \ Wy (0Bkn) (X € T2 e d Bk € compatto in K™), allora

' (V) c K"\ 0Bgn

inoltre ‘Pg (V) & bilanciato e contiene lo 0 € K", dunque ¢ stellato con centro O (in particolare &
connesso per archi). Ma allora necessariamente si ha ¢ lP;(V) C Bk e quindi V C Wg(Bkn).
Quindi Wy (Bkn) € effettiamente un intorno di 0 € X.

Ovviamente (2) implica (3). Vediamo che (3) implica (1). Supponiamo quindi X localmente
compatto. Dico che sotto tali ipotesi X & N1, infatti se V ¢ intorno compatto di 0 € X allora
{27"V}1en € base di intorni (compatti) di O € X perché presa 98 una base locale di intorni aperti
bilanciati (esiste per la Proposizione 3.1.11) e U € 98 allora vale

x=J2"vov
neN
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e per compattezza di V esisteraun m € N t.c. 2"U D V e quindi t.c. 27"V < U, quindi ¢
effettivamente una base di intorni di 0 € X. Inoltre poiché V & ricoperto da {x + %V}xev si ha
I’esistenzadiun F C V finito t.c. V C F + %V. SiaY = span(F), allora dim(Y) < |F| < +o0 €

1 1 1
VcY+=VcCcY+Y+-V=Y+-V
2 4 4
e iterando si trova

VcY+27V VneN.

In particolare
Ve ((Y+27"V) =Y
neN

ma X ¢ N1, dunque per ogni x € Y esiste (Yn)nen C Y tc. y, — x. Ma Y ha dimensione finita
dunque per quanto mostrato prima esiste un ny € N t.c. Y & omeomorfo ad K", in particolare Y ¢
completo e (y,)nen & di Cauchy, dunque x € Y necessariamente. AlloraY =Y ed inoltre essendo
V assorbente (& intorno di 0 € X) vale X = U,ennV C Y =Y (avevamo dettoV C Y e questo ¢ un
sottospazio lineare) quindi X =Y e quindi la tesi. O

Osservazione 3.5.2: Nel caso particolare in cui X sia uno spazio normato si ha che X ha dimen-
sione finita se e solo se By ¢ compatta.

3.6 Metrizzabilita di SVTLC

Teorema 3.6.1: Uno SVILC X topologizzato da una famiglia numerabile e separante di se-
minorme P = {pn}tnen € metrizzabile attraverso una metrica invariante per traslazioni, ossia
dd : X X X — [0, +o0) metrica su X t.c.

dx,x')=d(x+y,x"+y) Vx,x",y € X.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia (@;)nen C (0, +00) infinitesima. Dimostriamo che la funzione
d:XxX — [0,+00) t.c.

d(x,x’) = max Anpn (¥ = X)

neN 1+ pp(x —x’)

¢ una metrica invariante per traslazioni su X che induce la topologia di X. Osserviamo innanzitutto
che il massimo ¢ effettivamente raggiunto in quanto 0 < 5 f;n < lsututto XXX e a, — 0, dunque
?i—;’: — 0 (quindi il massimo viene raggiunto). Inoltre essendo @,, > 0 per oni n € N vale che
d(x,x") = 0 implica p,(x —x’) = 0 per ogni n € N e quindi x = x’ (perché le seminorme sono
separanti). Per quanto riguarda la disuguaglianza triangolare basta mostrare la seguente elementare
disuguaglianza: se a, b, ¢ € [0, +o0) sono t.c. a < b + ¢ allora

a b c
< + s
1+a 1+ 1+c¢

che segue dalla crescenza della funzione [0, +00) 3 x = 3= € [0, +00), infatti da questo segue
X

1 b+c b c
< < + .
l+a  1+b+c 14+b 1+c¢

Ora fissiamo un qualsiasi intorno di xo € X in X del tipo

Us(xoie) = {x € X | max p,(x —xo) < £}
ne
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con J C N finito (questi formano un sistema fondamentale di intorni per x in X al variare di € > 0
e J c N finito). Dalla definizione di d si ha

Wppn(x —x") <

d(x,x") YneN Vx,x" € X
T+ pu(e ) = (x,x") Vn X, X

ma allora se x” € By (xo, T2£) = {y € X | d(x0.,y) < 722}, con m; = min,e; @y, segue che

1+ p,(xo—x') l+e¢
da cui ,
Pn(xo —-x’) VneJ

l+p,(xo—x') l+e¢

che per stretta crescenza di [0, +00) 5 x > 35 € [0, +00) avviene se € solo se

pn(xo—x") <e Vnel.

Ossia By (xo, %ﬁ) C Uy (xp; &) che, per I’arbitrarieta di xo € X e di J c N finito, prova che la
topologia della metrica d & fine almeno quanto quella originaria di X.
D’altra parte fissiamo qualsiasi xgp € X e prendiamo € > Oeng € Nt.c. a, < &€ Vn > ng.
Allora si ha
d(x,x") < max AnPn(Xo = X) nPn(X0 = X)
n>ng 1+ p,(xg—x')  O<n<n. 1+ p,(xg —x’)

<&+ max —— = <e+M max p,(xo—x’).
0<nsng 1+ py(xg—x') 0<n<ng

con M = max,en @,. Quindi I'intorno di xop € X

Ufo....n.) (X0, 8){x" € X | max p,(x" —xo) < &}
0<n<ng

.....
&

¢ contenuto nella palla metrica By (xg, (1 + M)e). Questo prova che la topologia originaria di X ¢
fine almeno quanto quella indotta dalla metrica d. Si ha quindi la tesi. O

Definizione 3.6.2: Uno SVTLC metrizzabile e completo ¢ detto spazio di Frechét.

3.7 Limiti Induttivi di SVT

Fissiamo { X}, } ,en una famiglia di SVT t.c. X, C Xj,41 per ognin € N e con inclusioni X;,, — X4
continue. Per ogni n € N fissiamo 98,, una base locale di intorni bilanciati per X,, (esiste sempre
per il Lemma 3.1.11).

Denoteremo

Xoo = ) Xan.

neN

Inoltre data una famiglia di insiemi in uno SVT {S§;};en sara

DUSi=JSi+82+ ... +8,).

ieN neN

Quindi denotiamo

ieN

%OO:{ZV,-IWE%,- Viel\l}.
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Teorema 3.7.1: La famiglia 9B, é base locale di intorni di una topologia da SVT su X« che rende
continue le inclusioni X;, — X per ognin € N.

Dimostrazione. Osserviamo che se Yien Vi, Xien V] € P allora

B

ieN

n (Z V) > > (VinV)) 3.2)

ieN ieN

Vi+V/cV; VieN =

2.V

ieN

ieN ieN ieN
V; & assorbente e bilanciato Vi e N = Z V; & assorbente e bilanciato 3.4
ieN
da queste tre equazioni, grazie alla Proposizione 3.1.13, segue che esiste un’unica topologia da
SVT su X, con %, come base locale di intorni dell’origine. Inoltre essendo

Ve, X, N

D Vil YWae®B, YneN
ieN

si ha che ogni inclusione X,, — X, ¢ continua. O

Definizione 3.7.2 (Limite induttivo): Lo spazio X, munito della topologia 7., indotta dalla base
locale B, ¢ detto limite induttivo degli spazi { X, },en € talvolta lo indicheremo con la notazione
1i_r>n Xy

Lemma 3.7.3:  Sia Y SVT con base locale di intorni By. PresoV € By allora I{V;}jen C By
t.c. ZjeN Vj cV.

Dimostrazione. Basta definire i V; per ricorrenza nel seguente modo: sia Vj € %y t.c.
Vo+VpCV

epern € N, sia V,.; € By t.c.
Vn+1 + Vn+l c Vn-

Allora vale

VoVo+VogDdDVo+Vi+ViD ...

OV +rVi+ 4V +V, DV + VI +. 4+ Y,

per ogni n € N, ossia

=N

JjeN
O

Teorema 3.7.4 (Proprieta universale del limite induttivo): Sia Y SVT con base locale By.
Allora per ogni L : Xoo — Y lineare vale che L é continua se e solo se Lx, : X, — Y é continua
perognin € N.

Inoltre la topologia 1, é la massima topologia su X, tra quelle da SVT, che rende continue
le inclusioni X,, — Xe. In particolare 1o non dipende dalle basi locali di intorni B,, scelte per
gli X,.
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Dimostrazione. Se L ¢ continua, essendo le inclusioni continue allora per ogni n € N & continua
anche la restrizione L|x, (¢ la composizione tra I’inclusione X,, — X, ed L). Viceversa suppo-
niamo Ly, € continua per ogni n € N. Fissiamo V € %y e per il Lemma 3.7.3 si ha I’esistenza di

insiemi {V;};en C By t.c.
VeV,
jeN

per continuita si ha che per ogni j € Nesisteun U; € % t.c. L(U;) C V;, quindi X jenU; € B
e
L2 U= 2 LWj) c 2 v;cV
JjeN JjeN JjeN
da cui segue la continuita di L per I’arbitrarieta di V € By.
Dimostriamo adesso la massimalita della topologia. Per farlo basta considerare L = Idx_ :
(Xoo» To) — (X, T) con qualunque 7 topologia da SVT su X che renda continue le inclusioni

Xy — Xo. Allora le restrizioni L|x, sono proprio le inclusioni X;, < X, € sono quindi continue,
dunque L ¢ continua (per quanto dimostrato precedentemente) e si ha che 7 C 7. O

Osservazione 3.7.5: In generale non vale I’uguaglianza:
Too = {A C Xo | AN X, aperto in X, Vn € N}.

Proposizione 3.7.6: Se per ogni n € N lo spazio X,, é SVILC allora anche X, con la topologia
da limite induttivo ¢ SVTLC. Inoltre in tal caso una base locale in intorni é data anche da

B = (U c Xo | UN X, éintorno convesso di 0 in X,,}.

Dimostrazione. Dal Lemma 3.1.11 sappiamo che possiamo prendere le basi locali %8,, tutte fatte
da intorni dell’origine bilanciati e convessi, la tesi segue quindi notando che:

V; € assorbente bilanciato e convesso Vi e N = Z V; € assorbente, bilanciato e convesso.
ieN

N

Vediamo ora che %€ & base locale di intorni. Se U € %€ allora per convessita

U>s> 277 (UNX;) € Bo

ieN
infatti se x € X;en27 7' (U N X;), allora esiste un n € N te. x = 27,27 \x; per qualche
xi e UnX;peri € {l,..,n}, maallorax = 3" 27" lx; + 0(1 - £ ,27"1) & combinazione

convessa di elementi di U (0 € U) e quindi x € U. Dunque U & intorno di 0 in X, ossia /¢ & una
famiglia di intorni di 0. Invece un U intorno 0 in X, contiene un U’ = Y;cn Vi € B con 'V, € %B;
convesso per ogni i € N (posso prendere le basi locali %; fatte da intorni convessi), ma allora U’
stesso € convesso e di conseguenza U’ N X,, & intorno convesso di 0 in X;, per ogni n € N, ossia
U € %fxﬁ Quindi, essendo %A, base locale di intorni, % ig ¢ una base locale di intorni di X.,. O

Osservazione 3.7.7: Lacostruzione di lim X, & invariante per sottosuccessioni, ossia per qualsiasi
successione strettamente crescente di indici (n;) jen C N vale

lim X, = lim Xj,.
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Definizione 3.7.8 (Limite induttivo stretto): Se per ogni n € N la topologia di X, ¢ esattamente
quella ottenuta come sottospazio topologico di X,,+1, allora il limite induttivo h_r)n X,, viene detto
limite induttivo stretto. Quando il limite induttivo & stretto lo indicheremo con li_r)ns X

Osservazione 3.7.9: 1l caso di limite induttivo stretto ¢ proprio quello considerato inizialmente da
J. Dieudonné e da L. Schwartz. In seguito poi ¢ stato generalizzato da A. Grothendieck.

Lemma 3.7.10: Sia X, = li_n>15 X, e per ognin € N sia U, € B,. Allora esistono {V,}en,
Vie€B, YneN, te. V,, cUye Xy, N (Vg1 + Viyy1) CVy, perogni n € N. Segue che:

Xn N

ZV,—) CVn+Zn]Vi Vn e N.

ieN i=0

Dimostrazione. Lesistenza dei V,, con tali proprieta segue dalla continuita della somma e dal fatto
che, essendo il limite induttivo stretto, la topologia di X,, & quella da sottospazio topologico indotta

da X1 per ogni n € N. Fissato n € N la successione di insiemi (Xn N (Vk + Zj?_o Vj))k e
- >n
decrescente per inclusione, infatti per k > n vale

k+1 k
X OV Visr + D Vi| = X 0| X O [ Viewr + Vi + Zvj)
j=0 j=0
k
= X 0 | Xi 0 (Vier + Viw) + 2,V
j=0
k
CXu N | Vit DV,
7=0

in cui si ¢ usato nella prima uguaglianza che X,, C Xy per k > n, nella seconda che Z?:O V; C

X1 Vk € N e nel terzo passaggio che Xz N (Vi1 +Vis1) C Vi Yk € N. Di conseguenza per k > n
si ha

k k
X0 D Vil cXan Ve DLV
j=0 j=0
n n
CXa N (Vat D Vil =Va+ D Vs
Jj=0 J=0
da cui segue la tesi per ’arbitrarieta di k > n. O

Proposizione 3.7.11: Sia X, = li_r)ns X, allora:
(1) la topologia di X,, é esattamente quella da sottospazio topologico in Xe,

(2) siang € N, un C C X, é chiuso in X se e solo se C é chiuso in X, per ogni n > nyg (in
particolare se X,, é chiuso in X,+1 per ognin € N allora X,, é chiuso in X« per ognin € N);

(3) se X,, é T2 per ogni n € N, allora anche X, é T2;

(4) se X, é chiuso in X1 per ognin € N, allora A C X, é limitato se e solo se esiste unn € N
t.c. A C X, e A e limitato in X,,.
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Dimostrazione. (1) Fissiamo n € N. Se U € %, grazie al Lemma 3.7.10, si possono prendere

(@)

3)

“

{VitienconV; € B; perognii e Nte. V, + 3" Vi cUe

X, 0| D\ Vi

ieN

n
CVat D \Vi
=0

(possiamo prenderli cosi perché: esistono per continuita della somma degli U; € %; per
ognii <neW, W, %, tc. W, +W,+ Zl’.‘:_ll U; c U, poi prendiamo U,, = W,, N W, e
applichiamo il Lemma 3.7.10 con tali U; peri < ne U; = X; per i > n) per cui

2.V

ieN

Xn N cU

da cui segue che X, induce su X, proprio la topologia originaria di X,,.

se C C X, ed ¢ chiuso in ogni X,, con n > ng allora ¢ anche chiuso in X,. Infatti se x € X,
x ¢ C, allorax € X,, conny > ng. Ma C ¢ chiuso in X,,,, dunque esiste U intorno di x in
X,,, disgiunto da C ed essendo X,;, sottospazio topologico (per (1)) di X, si pud prendere U
della forma

U=VnX,

con V aperto in X, e valex € V, VN C = 0 (perché C C X,,)). Quindi C¢ ¢ aperto in X.
Il viceversa ¢ ovvio grazie al punto (1).

Sia C = {0}. Se tutti gli X, sono T2 si ha che C ¢ chiuso in X,, per ogni n € N e quindi
anche in X, per il punto (2). Quindi X, ¢ T1.

Un A C X, ¢ limitato in X, se e solo se & limitato in X, (in quanto la topologia di X, ¢
esattamente quella indotta da X, come sottospazio topologico per (1)). Proviamo che se
A C X ¢ limitato in X allora necessariamente esiste unn € Nt.c. A C X,,, da cui segue
la tesi per quanto appena osservato. Sia quindi A € X, t.c. A ¢ X, Vn € N, vediamo che
non ¢ limitato in X.. Esiste una successione strettamente crescente di indici (ng)reny € N
ed una successione (ay)ren C A t.C.

ak € X”k \X"k—l Vk € N+.

Siccome la costruzione di h_r)ns X, = X ¢ invariante per sottosuccessioni si ha X, =
li_r)ns X,, ed X,,, , ¢ chiusoin X, perogni k € N,, dunque possiamo assumere senza perdita
di generalita X,,, = X3 Vk € N. Quindi a;x € Xy \ Xx—1 Vk € N,. Sia k € N, essendo
Xy —1 € chiuso in Xy, si puo trovare un intorno Uy € %y t.c.

(% —Uk) NXi_1=0

(infatti, essendo X sottospazio lineare e a; ¢ Xy, necessariamente ‘;(—" ¢ Xy_1, ma X;_l
¢ aperto in X, da cui quanto voluto) ossia

ag
7 ¢ U+ Xr_1.

Adesso, usando il Lemma 3.7.10, prendiamo {Vi }ren t.c. Vi € By, Vi + Vi C Ur e

>V

ieN

X N

k
CVk+ZVi
0

i=l
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per ogni k € N. Allora

k
Xi N Zvi) CVi+ D\ Vi
ieN i=0
k-1
=Vi+Vie+ D, V;
=0

C Vk+Vk+Xk_1

CUr+Xi—

(in cui si € usato che Z;‘.;Ol Vi € Xk—1 Yk € N,) per ogni k € N;. Ma per ogni k € N, si
ha Z¢ ¢ Xi_| + Uy (per scelta degli Uy), dunque % ¢ X N (Sjen Vi), ossia & ¢ Sien Vi
e questo per ogni k € N, di conseguenza

Aaakek(Zw

Vk € N,
ieN

da cui segue che X;cn Vi, che € intorno dell’origine di X, non assorbe A, che quindi non ¢
limitato in Xo.
O
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Teorema di Hahn-Banach e Convessita

4.1 Forma Analitica del Teorema ed Alcune sue Conseguenze

Teorema 4.1.1 (di Hahn-Banach, forma analitica): Siano X uno spazio vettoriale reale, V C X
un suo sottospazio lineare e p : X — R sublineare. Sia f : V — R lineare t.c. f(x) < p(x) Vx €
V. Allora esiste f : X — R lineare che estende f e t.c. f < p su tutto X.

Dimostrazione. Consideriamo la famiglia di tutte le estensioni lineari possibili di f
= {g : W — R | g lineare, W C X sottospazio lineare, gjy = f, g < p su W}

e ordiniamola tramite 1’inclusione dei grafici, cio¢ g; < go &= graph(g;) C graph(g,) per
ogni g1,g> € I'. Ovviamente se (g,)nen € una sottocatena di I' la funzione g = U, en gn € Un
maggiorante, dunque per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale f eI Sia f: V 5> R,
dobbiamo dimostrare che V = X o equivalentemente che

Vg e I' W =dom(g) € X = g ammette estensione propria g’ € T'.

Siaquindig : W -> R, g eI, conW C X esiax € X\W. Vogliamo definircuna g’ : Wo&Rx — R
tc.g’'ele gl’W = g. Poniamo

gv+tx)=g(v)+ta YveW VteR

cona € Rt.c.
g +ta < p(v+ix) YveW VreR

o equivalentemente che

+ta < +7
{g(v) @S P W iSO

gu) —ta < p(u —tx)
cioe

{ms;v(vﬂx)—g(v) Vu,v € W Vi >0

ta > —p(u—1tx)+g(u)

53
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che sostituendo u con tu e v con tv diventa la condizione equivalente
—p(tu —tx) + g(tu) <ta < p(tv+1tx) —g(tv) Yve W Vi >0
che vale a sua volta se e solo se
—pu—x)+gu) <a<plv+x)—gl) Yu,veW.
Dunque un tale @ esiste purché

sup (—p(u — x) +g(u)) < in;fv(p(v +x) —g(v))
ueWw Ve

e questo ¢ vero se e solo se
gw)+g(v) <pu—-x)+p(v+x) Yu,veW

che effettivamente vale perché presi comunque u, v € W si ha

glu)+g(v) =gu+v) < p(u+v) =p((u-x)+(v+x)) < plu—x)+pv+x).

O

Corollario 4.1.2 (Estensione di funzionali continui): Siano (X, ||.||) uno spazio normato reale,
Y C X un suo sottospazio lineare ed f € Y*. Allora f si estende aduna f € X* t.c. ||fllx = || f|ly+

Dimostrazione. Consideriamo p(x) = || f||y+||x||. Allora

o) <A lly-livll = p(y) ¥y eY

e per il Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach vi ¢ una f: X > Rt.c.

[(Fo00 < p(x) = [Ifllv-llx]| ¥x € X
da cui segue Il £llx- < |l f|ly+, ma vale anche che
IFllx = sup (f.x) > sup (f.y)= sup (£.y) = [ flly-
xeX yey yey
llxl <1 lyll<1 Iyll<1
da cui la tesi. O

Corollario 4.1.3 (Estensione di funzionali continui, caso complesso): Siano (X, ||.||) uno spa-
zio normato complesso, Y C X un suo sottospazio lineare ed f € Y*. Allora f si estende ad una

fext e |l flx = fly-

Dimostrazione. Considero fy = Ref : Y — R che ¢ R-lineare e continua. Per il Corollario 4.1.2
esiste fo : X — R che estende fj e t.c. || follx-.r = || folly* r. Definiamo adesso f : X — C via

(F.x) = (foux) —i{fo,ix) Vx € X

che ¢ C-lineare, estende f (Vz € C vale Im(z) = —Re(iz)) e per ogni x € X con f(x) # 0, preso

— Afx)

= i h
Fopr St

[(fox)] = A Fox) = (F, Ax) = (fo, Ax) < [ follx-wllAxll = | folly- wllx]l
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ma vale
lfolly-mr = sup [Re(f,v)| < sup [(f,v)|=Iflly
Ivii<1 vii<1
dunque
[CF ol < 1l el
da cui si ottiene ||ﬂ x+ < || flly» e si conclude come nel Corollario precedente. O

Osservazione 4.1.4:  Ogni sottospazio lineare di dimensione finita di uno spazio normato ha sem-
pre un addendo diretto chiuso.

Infatti preso (X, ||.||) spazio normato ed Y C X sottospazio lineare chiuso di dimensione finita.
Allora esistono n € N ed una base di Y {y, ..., y,} C Y, quindi per ogni y € Y possiamo scrivere

n
y= > ai(y)yi
i=1

eperognii = 1,...,n la funzione a; : ¥ — K ¢ lineare e continua, dunque si estende ad una
A; € X" e quindi ¢ facile notare che vale la somma diretta X =Y @ N con N = N, Ker(A;).

Corollario 4.1.5 (Norma via funzionali): Sia K =R o C. Siano (X, ||.||) uno spazio normato su
Kex € X. ConsideriamoY =Kx e f : Y — K definito da

(f,Ax)y = A|x|| VA e K

che é lineare e continuo e di norma unitaria. Allora vi é un x* € X* t.c. (x*,x) = ||x|| (cioé che
estende ) e ||x*|

x+ = 1. In particolare si ha

el = sup [(f,x)| = sup [(f,x)| Vx € X. (4.1)
fex* fex*
I/ llx=1 1f Nl <1

Dimostrazione. La prima parte & conseguenza del Corollario 4.1.2 o del Corollario 4.1.3 a seconda
di chi ¢ K. La (4.1) viene dalla prima parte insieme al fatto che

X*

[<f> 0] < I£]

x|| Vxe X Vfe X"

che implica
llxll > sup [(f,x)]
fex:
1fllx+=1
e anche

lxll = sup  [(f,x)]
fex*
L llx<1

dalle quali, con I’esistenza di x* prima provata, seguono le uguaglianze nell’eq. (4.1). O

Corollario 4.1.6: SialK = R o C. Siano (X, ||.||) uno spazio normato su K e x € X. Allora sono
equivalenti:

(1) x=0€X;

(2) (f,x)=0VfeX" con |flx-<1;
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(3) {(f.x)=0VYfeX con |flx =1
(4) (f,x)=0 VfeX"
Corollario 4.1.7: Siano (X, ||.||) uno spazio normato sulK = R o C, Z C X un suo sottospazio
lineare chiuso e g € X \ Z. Allora esiste un ¢ € X" t.c. ||¢p|lx- =1, ¢jz =0e(p,g) =d(g,Z).

Dimostrazione. Consideriamo il quoziente X/Z e sia 7 : X — X/Z la proiezione sul quoziente.
Per il Corollario 4.1.5 esiste un ¢ € (X/Z)* tc. ||¢|l(x/z)- = 1 e (¢p,mg) = |Ingl|lx;z. Dunque
prendiamo ¢ = ¢ o «, questo & continuo e lineare, quindi ¢ € X* e valgono

I¢lix- = sup K¢, x) = sup [{g,ax)l = sup (b, y)| = Bl xsz) = 1

XGEX XEEX YEBX/Z

(¢, 8) = ($,7g) = lIngllx/z = d(g. Z).

O

Corollario 4.1.8: Sia H uno spazio di Hilbert su K = R o C, con prodotto (. - .) e norma indotta
|-llz. Sia A € L(H), allora vale

|Allop =" sup  (Ax-y)= sup  (Ax-y).
x,yeH x,yeH
Ixle Iyl <1 Ixle Iy =1
Dimostrazione. Segue dal Corollario 4.1.6 e dal Teorema 2.4.2 di Riesz. O

4.2 Biduale, operatore aggiunto e annullatore

Definizione 4.2.1: Sia K = R o C. Dato uno spazio normato (X, ||.||) su K, definiamo il suo
spazio biduale come

X" =(X")"={¢: X" > K| ¢ lineare e continuo}.

Corollario 4.2.2: SialK =R o C. Sia (X, ||.||) uno spazio normato su'lK, allora vi é un’inclusione
isometrica
DX — X

te. (d(x), f)=(f,x) Vx € X Vf € X*. Nel seguito chiameremo tale mappa immersione cano-
nica per valutazioni nel biduale o anche solo immersione canonica per valutazioni o immersione
canonica nel biduale

Dimostrazione. La funzione ® ¢ ben definita, infatti se x € X ®(x) ¢ ovviamente lineare e grazie
al Corollario 4.1.5

1@ llx = sup  [{@(x), /)l = sup [{f,x)] = x|

feX feX
Sl <1 fllx=<1

dunque ®(x) ¢ effettivamente continua, ossia ®(x) € X**. Inoltre ® ¢ lineare e dall’equazione
appena scritto si ha che preserva le norme, dunque ¢ un’isometria. O

Osservazione 4.2.3: In generale I’immersione canonica per valutazioni @ non ¢ surgettiva, tale
aspetto molto importante verra studiato in uno dei capitoli successivi.
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Nel seguito di questo scritto, dato un elemento x di uno spazio di Banach (X, ||.||), chiameremo
ev, 'operatore di valutazione in x.

Definizione 4.2.4: Siano (X, |.||x), (Y, ||.|ly) due spazinormatie T € L.(X,Y). Definiamo I’ operatore
aggiunto, trasposto o duale dii T come T : Y* — X* t.c.

T"(y")=y"oT Vy* eY™.

Proposizione 4.2.5: Siano (X, ||.||x), (Y, ||.|ly) due spazi normati e T € L(X,Y). Allora l'opera-
tore aggiunto T* : Y* — X* é continuo con norma ||T*|,p = ||T||op-

Dimostrazione. Grazie alla definizione di operatore aggiunto ed al Corollario 4.1.5 possiamo scri-
vere
IT"llop = sup [IT"y"|Ix-
yrer” <1
Iy lly=~
= sup  sup [(T7y",x)l
y*eYy*® <1 xeX
lly*lhy=" lIxllx<t
%

= sup  sup [y, Tx)|

xeX ey
Il <1 ey <!

= sup [[Tx|ly = [IT|op-
xeX
Ixllx <1

O

Corollario 4.2.6: Siano (X, |.|lx), (Y, ||.|ly) due spazi normati e T € L(X,Y). Se T é un omeo-
morfismo lineare allora lo é anche T*.

Dimostrazione. Basta notare che (T~!)* = (T*)~! e la tesi segue dalla Proposizione precedente.
O

Osservazione 4.2.7 (Aggiunto per operatori su uno spazio di Hilbert): Sia H uno spazio di Hilbert
esiaT € L(H). SiaT* € L(H*) ’aggiunto di T, allora presix € He ¢ € H" si ha

(¢, Tx) = (T"¢,x).

Ora per ogni ¢ € H" sia vy, € H che rappresenta ¢ secondo il Teorema 2.4.2 di Riesz. Allora
si ha I’esistenza di un operatore lineare 77 : H — H t.c. T'(v4) = v+ € grazie al fatto che la
corrispondenza tra H ed H*, data dal Teorema 2.4.2 di Riesz, ¢ in realta un’isometria si ottiene che
T’ € L(H). Osserviamo che per ogni v4, vy € H si ha

(TV¢, . Vl/,) = <¢/,TV¢> = <T*¢/,V¢> = (V¢ . VT*;Z/) = (V¢ . T/V(/,).

Nel seguito chiameremo impropriamente 1’applicazione 77 € L(H) aggiunto di T ed useremo la
notazione 7™ per indicarlo (fregandocene dell’ambiguita tanto 77 e 7" sono essenzialmente la stessa
cosaper T € L(H)).

Definizione 4.2.8: Sia (X, ||.||) uno spazio normato ed ¥ C X un suo sottospazio lineare chiuso.
Definiamo I’annullatore di Y come

Yr={feX"|{fiy)=0VyeY}={feX"|YcKer(f)}
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Osservazione 4.2.9: L'annullatore Y* di un sottospazio lineare chiuso Y di uno spazio di Banach
X é sempre un sottospazio lineare chiuso di X*.

Infatti per ogni y € Y si ha che {y}*+ = {x* € X* | (x*,y) = 0} & chiuso in X* (le mappe di
valutazione su X* sono continue rispetto alla norma duale) e vale

Yt= {1

yey

Proposizione 4.2.10: Siano (X, ||.||) uno spazio normato ed Y C X un suo sottospazio lineare
chiuso. Allora Y* é linearmente isometrico a X*/Y*.

Dimostrazione. Consideriamo I’inclusione j : Y < X e il suo aggiunto j* : X* — Y*. Osser-
viamo che Ker(j*) = Y+, dunque c¢’& una mappa lineare sul quoziente ¢ : X*/Y+ — Y* iniettiva
indotta da j*. Ma j*(f) = foj = fly Vf € X", dunque in realta j* non & altro che la mappa
restrizione. Di conseguenza, grazie al Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach, possiamo affermare che j*
¢ anche surgettiva da cui segue anche la surgettivita di . Quindi ¢ & bigettiva e continua. Manca
solo da mostrare & un’isometria. Sia f € X* e f + Y la sua classe al quoziente, allora per il
Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach si ha

ye=llw(f+Y5)]

If + Y Iy = inf [1f +gllx = [lfiv] "
geYy+t

O

Proposizione 4.2.11: Siano (X, ||.||) uno spazio normato ed Y C X un suo sottospazio lineare
chiuso. Allora Y+ é linearmente isometrico a (X/Y)*.

Dimostrazione. Consideriamo la proiezione al quoziente 7 : X — X /Y e dualizziamo
7 (X)Y) - X*

questa risulta essere isometrica, infatti

I7*fllx- = sup [(x"f,x)| = sup [(f,mx)| = sup  [(fix+¥) = fllxpr)r V€ (X/Y)"
xeX xeX x+YeX/Y
xl<1 lx[[<1 lx+Y [xy <1

Inoltre vale Ran(z*) = Y=, infatti g € Y+ se e solose Y C Ker(g) seesolose g = fom = x* f per
un qualche f € (X/Y)*. O

4.3 Forme Geometriche del Teorema

Lemma 4.3.1: Sia X uno SVT su K = R o C, allora ogni funzionale lineare f : X — K non
costante é aperto.

Dimostrazione. (Facoltativo) Essendo f non costante esiste 7z € X t.c. (f,z) # 0, in particolare
esiste un ¥ € X t.c. (f,%) = 1. Ora consideriamo V apertodi X e y € f(V). Siax € X t.c.
(f,x) = y. Per continuita delle operazioni esiste un 6 > 0 t.c. per ogni r € K con |f| < ¢ vale
X +tX € V e quindi

v+t ={(f,x+1tX) € f(V).
Quindi Bk (y,6) C f(V) e f(V) & aperto. O
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Definizione 4.3.2: Sia X uno SVT su K = R o C. Anche in questo caso & ben definito lo spazio
duale di X come
X*={f:X — K| f lineare e continuo}.

Teorema 4.3.3 (di Hahn-Banach, prima forma geometrica): Siano X uno SVT su R, A C X
aperto convesso non vuoto e B C X convesso non vuoto con ANB = 0. Allora AF € X* ed Ja € R
t.c. Yae AeVb € Bvale

(F,a) < a < (F,b).

Dimostrazione. SiaC = A—B+xgconxg € B— A, allora C ¢ aperto (perché C = Upcp(A—b+xq)
che ¢ unione di aperti) e convesso, infatti Vz € [0, 1] si ha

tIC+(1-0)Cc[tA+(1-0)A]-[tB+(1-t)B]+xoCc A—B+xy=C.

edinoltre 0 €e Cexyg ¢ C (perché xo € C &= Jaec A b€ B tc. xo=a—-b+xyg &
da € A 3b € B t.c. a = b e questo non puod avvenire per ipotesi). Prendiamo p¢ il funzionale
di Minkowski di C, dal fatto che xg ¢ C si ha pc(xg) = 1. Per il Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach
(estendendo il funzionale f : Rxg — R t.c. f(txg) =t < |t|pc(x0) = pc(txg) Vit € R) esiste
F : X — R lineare t.c.

(F,x0) =1 < p(xo)
et.c. F < psututto X. Allora per ogni a € A e per ogni b € B si ha
(F,a) —(F,b) =(F,a—b+xp) — (F,x0) < pcla—b+x)-1<0
in quanto a + b — xg € C, dunque pc(a +b — xgp) < 1. Dunque

(F,a) <supF < (F,b) Vb e B
A

inoltre ogni funzionale lineare (continuo o no) ¢ aperto per il Lemma 4.3.1, quindi F non ha
massimo su A dunque se & = sup, I, perognia € Aeperogni b € Bsiha

(F,a) < a < (F,b).

La continuita di F segue dal fatto che limitato sull’aperto A, quindi si applica la Proposizione
3.3.2. O

Teorema 4.3.4 (di Hahn-Banach, seconda forma geometrica): Siano X uno SVILC su R, K C
X un convesso compatto non vuoto e C un convesso chiuso non vuoto con K N C = 0. Allora
dF € X* t.c.

mI?x F < irclf F.

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.1.14 esiste un intornodi0 € X tc. (K+V)N(C+V) =0
e per locale convessita posso prendere V convesso, inoltre a meno di prendere la sua parte interna
posso considerarlo aperto. Dunque si applica il Teorema 4.3.3 agliaperti A = K+V = Uyeg x+V
e B=C+V =Uyecy+V, ottenendo I'esistenza di un F € X™ t.c.

(F,x) < ing Vx e K

e per continuita di F sul compatto K, segue maxg F' < inf¢ F. O
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Osservazione 4.3.5: 1 Teoremi precedenti valgono anche nel caso di X SVI/SVTLC su C. Infatti
posso vederlo come spazio vettoriale reale, applicare il teorema in questione per trovare un funzio-
nale lineare continuo f : X — R, ma vedendo R c C ho che f anche visto a valori in C rimane un
funzionale lineare continuo per il quale vale la tesi.

Corollario 4.3.6: Sia X SVILC sulK =R o C. Siano Z c X sottospazio lineare e xo ¢ Z. Allora
esisteun F € X" t.c. (F,xo) #0e F|z =0.

Dimostrazione. Per il Teorema 4.3.4 esiste un funzionale F € X* a valori reali t.c.
(F,x) <{(F,xy) Vx € Z
ma per x € Z, essendo Z sottospazio lineare, vale Ax € Z VA € R, dunque
AMF,x) <{(F,xg) Vxe€Z V1R

da cui segue (F,x) =0 Vx € Z. O

4.4 Convessita e Punti Estremali

Definizione 4.4.1: Siano X uno spazio vettoriale reale ed S ¢ X. Un punto p € S ¢ un punto
estremale di S se Vsg,s1 € S Vr € (0, 1) 'uguaglianza tsg + (1 — r)s; = p implica s = 51 = p.
Denotiamo I’insieme dei punti estremali di S con ext(S).

Osservazione 4.4.2: Sia § ¢ R. Allora p € ext(S) se e solo se p € {max S, minS} quando
esistono.

Osservazione 4.4.3: Nel contesto della definizione precedente, in generale p ¢ estremale di S se
e solo se per ogni retta affine r passante per p si ha che p ¢ estremale di r N S.

Osservazione 4.4.4: Sia X spazio vettoriale reale. Se S C X ¢ convesso, vale che p € S ¢ punto
estremale di S se e solo se

1
Vso, 51 € S pzi(so+s1)=>s0:s1:p.

Osservazione 4.4.5: Sia X uno spazio vettoriale reale. Se f : X — R & convessa e non costante
suun § C X, allora ogni punto di massimo di f|s € punto estremale di S.

Esempio 4.4.6: (1) In un poliedro di R? i punti estremali sono i vertici;

(2) dato H spazio di Hilbert, i punti estremali di {T' € L(H,H) | T = T* > 0} sono i proiettori
ortogonali;

(3) ipuntiestremali dello spazio delle misure di probabilita su un dato spazio misurabile (X, %8),
con X spazio metrico compatto, M1 (X, %), sono le misure di Dirac {0} xex;

(4) ipuntiestremali di {u € M{(X,%) | u ¢ T-invariante}, incui 7 : X — X & misurabile, sono
le misure di probabilita ergodiche rispetto a T'.
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Definizione 4.4.7: Siano X uno spazio vettoriale reale ed S ¢ X. Definiamo I’inviluppo convesso
di S come il pil piccolo sottoinsieme convesso di X che contiene S e lo denoteremo con co(S).
Inoltre chiameremo la chiusura dell’inviluppo convesso di S inviluppo convesso chiuso di S e lo
denoteremo con co(S).

Osservazione 4.4.8: Nel contesto della definizione precedente, essendo intersezione di convessi
sempre convessa vale

co(S) = m C.

C C X convesso
ScC

Definizione 4.4.9: Siano X uno spazio vettoriale reale ed S € X non vuoti. Un insieme A C S
non vuoto € detto insieme estremale di S se Vsg, s1 € S YVt € (0, 1) avverarsidizs;+(1—1)sg € A
implica sp, 51 € A.

Osservazione 4.4.10: Nel contesto della definizione precedente.

(1) p ¢ punto estremale di S se e solo se {p} ¢ insieme estremale di S;

(2) A c S ¢ insieme estemale di S se e solo se per ogni retta affine r che incontra A vale che
rNA CrnSeinsieme estremale dir N S;

(3) Se A c S c Rallora A ¢ insieme estremale di S se e solo se A ¢ uno dei seguenti insiemi
S, {max S}, {min S}, {max S, min S}, quando esistono.
Proposizione 4.4.11:  Sia X uno spazio vettoriale reale. Valgono i seguenti fatti:

(1) se AC BcC C C XeA éinsieme estremale di B che a sua volta é insieme estremale di C,
allora A é insieme estremale di C;

(2) se {A;}ics sono sottoinsiemi di X, B C X e A; C B é insieme estremale di B per ognii € I,
allora N;ey A;, quando é non vuoto, é ancora insieme estremale di B;

(3) se f: X — R é convessa che ha massimo in S C X allora i punti di massimo di f formano
un insieme estremale di S.

Teorema 4.4.12 (di Krein-Milman): Siano X SVTLC T0 reale ¢ S C X compatto non vuoto.
Allora

(1) ext(S) # 0,
(2) S c co(ext(S)).
In particolare se S é anche convesso vale S = co(ext(S)).

Dimostrazione. Passo 1: Dimostriamo [’esistenza di un punto estremale in S.

Siaef = {A c S| A chiuso, A ¢ insieme estremale di S}, allora S € & # 0 e, per la Proposi-
zione 4.4.11 (2), ogni sua sottocatena ammette un minorante, dunque per il lemma di Zorn esiste
un elemento minimale B € ¢f. Proviamo che B = {p} per un qualche punto p € S, in quanto,
in tal caso, si avrebbe p € ext(S). Supponiamo per assurdo che B abbia almeno due elementi e
prendiamo a, b € B con a # b. Per il Teorema 4.3.4 esiste un f € X* t.c.

(fra) > (f.b)
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(stiamo usando che uno SVT & TO se e solo se ¢ T1). Allora, essendo B chiuso, vale
Bo={xeB[{f.x)=maxf}#0

ed ¢ chiuso in S (f ¢ continua), dunque ¢ compatto (chiuso in S che ¢ compatto) e per quanto detto
nella Proposizione 4.4.11 (3) si ha che By ¢ insieme estremale di B. Di conseguenza B ¢ insieme
estremale anche di S, ma b ¢ By, dunque By C B e questo & un assurdo perché B doveva essere
minimale.

Passo 2: Dimostriamo che S C co(ext(S)).

Per assurdo sia a € S \ co(ext(S)). Per il Teorema 4.3.4 esiste f € X* t.c.

(f,a) > (f,x) Vx € co(ext(S))

Consideriamo
So={xeS[Kf,x)= m;le}

che & compatto, convesso e non vuoto. Per il passo precedente Sy ha un punto estremale p € Sy C S,
allora p ¢ punto estremale anche di S (perché S ¢ insieme estremale di S per la Proposizione 4.4.11
(3), quindi p ¢ estremale in S sempre per la Proposizione 4.4.11 (1)) e quindi

(fra)>{f.p)

ma a € S, dunque p ¢ Sp che ¢ un assurdo. m]

Teorema 4.4.13 (di Choquet): Siano X SVTLC TO NI, C C X convesso, compatto e non vuoto,
¢ € C e B¢ una o-algebra di parti di C. Allora esiste una misura di probabilita u sullo spazio
misurabile (C,Bc¢) t.c. u(ext(C))=1e

c= /de,u(x)

(in cui l'integrale é inteso nel senso di Bochner; ¢ va pensato come il "baricentro” di C rispetto
alla misura ).

Dimostrazione. Non trattata. |
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Topologia per I’Analisi Funzionale, prima parte

5.1 Topologie Iniziali

Proposizione 5.1.1: Siano X un insieme, {(X;, 7;) }ic; una famiglia di spazi topologici e 4 =
{gi : X = X;}ieq una famiglia di funzioni. Allora esiste la topologia meno fine 74 su X che rende
continue tutte le funzioni di .

Dimostrazione. Sia i € I, affinché g; sia continua 7 deve contenere ogni insieme della forma
gl.‘1 (A) con A € 7;. Dunque dovra contenere anche ogni intersezione finita di insiemi di questo
tipo, cio¢ dovra essere

g (A Nn..ngil(A;,) €T VA, €7, ..., YA, €7, Vi, i} C L

Inoltre se chiamo % tale famiglia di intersezioni finite si nota facilmente che ¢ base di una
topologia su X e tale topologia rende le g; continue ed ¢ la piu piccola possibile per costruzione. O

Definizione 5.1.2: Siano X un insieme, {(X;, 7;) };e; una famiglia di spazi topologicie 9 = {g; :
X — X;}ier una famiglia di funzioni. Chiamiamo topologia iniziale su X associata alla famiglia
% la topologia meno fine su X che rende continue tutte le funzioni di ¢ e la denotiamo con 7.

Fissiamo adesso X un insieme, {(X;, 7;) };c; una famiglia di spazi topologicie 4 = {g; : X —
X;}icr una famiglia di funzioni..

Proposizione 5.1.3: Sia (x,),en € X una successione. Allora x,, — x € X in 1y se e solo se
gi(xn) — gi(x) Vi€l

Dimostrazione. Se x,, — x in 1y, allora g;(x,) — g;(x) Vi € I per continuita delle g;. Per il
viceversa consideriamo un intorno U di x per la topologia 7y, allora questo conterra un aperto di
base della forma V = M ey g_;l (Aj) € By e perogni j € J (che ¢ finito) esiste un N; € N t.c.
gj(xp) €A; Vn > Nj,dacuix, € g;l(Aj) Vn > N;. Dunquex, € V Cc U Vn > max;ey N;. O

Teorema 5.1.4 (Proprieta universale della topologia iniziale): La topologia t4 su X é l'unica
che rende le funzioni di ‘4 continue e che presi comunque Y spazio topologico ed f : Y — X

63



64 5.1. Topologie Iniziali

funzione, vale che f é continua rispetto alla topologia 14 su X se e solo se gio f : Y — X; é
continua per ognii € I.

Dimostrazione. Per definizione 1y rende le funzioni di 4 continue. Se f ¢ continua allora per
composizione di continue anche ogni g; o f lo €. Viceversa supponiamo che g; o f sia continua
perognii € I. Sia U € 1y, allora sara U = U bitraria (finita gi‘1 (A;) e quindi

o= U Nl = U NeeN )
arbitraria finita arbitraria finita
che ¢ aperto per le ipotesi. Dunque effettivamente 1 gode della proprieta dell’enunciato.

Sia adesso 7’ una qualsiasi altra topologia su X che gode della proprieta dell’enunciato. Sce-
gliendo f; = Idx : (X,7') —» (X, 7g)sihag;o f1 = g : (X,7") — X; che & continua, dunque
anche f] ¢ continua, ossia 74 C 7’. Prendendo f; = Idx : (X,74) — (X, 1) e facendo gli stessi
passaggi si ottiene anche I’altra inclusione. O

Esempio 5.1.5: L’usuale topologia prodotto sul prodotto cartesiano di spazi topologici ¢ la topo-
logia iniziale associata alle proiezioni.

Esempio 5.1.6: L’ usuale topologia di sottospazio di un sottoinsieme di uno spazio topologico ¢ la
topologia iniziale associata all’inclusione.

Teorema 5.1.7 (di transitivitd): Siano X,{X;};c; insiemi, {(X; j, 7i j)}jes; spazi topologici,

iel
4G ={gi: X = X;}ies famiglia di funzioni e F; = {fi j : Xi — Xi j}jey, famiglia di funzioni per
ognii € 1. Consideriamo
F={fijog X — Xij}jes-

iel
Allora la topologia iniziale T4 indotta su X da F e la topologia iniziale Ty indotta su X da ¥, in
cui si considera su ogni X; la topologia iniziale T, sono in realta la stessa.

Dimostrazione. Usiamo la proprieta universale (Teorema 5.1.4). Sia Y uno spazio topologico e
f Y — X una funzione. Allora f ¢ continua per la topologia 75 se e solo se f; jo g;o f ¢
continua per ogni j € J; e per ogni i € I, mentre & continua per la topologia Ty se g; o f & continua
perognii € I. Ma per ogni i € I vale g; o f continua se e solo se f; j o g; o f & continua per ogni
J € J;, dunque in realta le due condizioni di continuita sono la stessa, da cui la tesi. ]

In tutto il resto della sezione saralK =R o C.

Teorema 5.1.8 (Topologie iniziali e SVT): Siano X spazio vettoriale su K, {(X;, 1) }ier una
Sfamiglia di SVT(LC) sulK e 9 = {g; : X — X;}icy una famiglia di applicazioni lineari. Allora la
topologia iniziale 14 su X lo rende SVT(LC).

Dimostrazione. Infatti per la somma vale g; o + = +; o (g;, gi), in cui +; ¢ la somma in X;, e il
RHS ¢ continua perché composizione di continue, dunque per la proprieta universale + € continua.
Similmente si fa per il prodotto per scalari. Se inoltre ogni X; € SVTLC, prese %; basi locali di
intorni aperti convessi, allora

P = {ﬂg;I(Uj) | J c I finito, Uj € B; Vj e]}
JjeJ

¢ una base locale di aperti convessi di X con 7. O



Capitolo 5. Topologia per I’Analisi Funzionale, prima parte 65

Definizione 5.1.9: Siano X uno spazio vettoriale e 4 = F c X’. Allora in un questo contesto
indicheremo useremo la notazione o (X, F) (al posto di 7x) per indicare la topologia iniziale su X
indotta dalla famiglia di funzioni F.

Proposizione 5.1.10: Siano X uno spazio vettoriale su K ed F C X' un sottospazio lineare.
Allora (X, 0 (X, F)) é uno SVTLC. Inoltre tale topologia non é mai normabile, ossia non é mai
indotta da una norma su X, se dim X = +oo0.

Dimostrazione. Per quanto detto nell’Osservazione ??, la topologia o (X, F) & esattamente la to-
pologia indotta dalla famiglia di seminorme P = {[(f, .)|} rer. Ma allora si ha che una base locale
di intorni aperti di (X, F) = vp ¢ data da

B ={UM} tcr

f finito
in cui
Uf)y={xe X ||{f,x)| <1 Vf ef} VfCF finito.

Osserviamo che
U(f) o ﬂKerf Vf C F finito
fef

ed il nucleo di un funzionale lineare ha sempre codimensione 1, dunque I’intersezione dei nuclei
di m € N funzionali lineari ha codimensione al piu m, in particolare finita, dunque se dim X = +oo
il sottospazio lineare U(f) ha sempre dimensione infinita per f C F finito. Dunque ogni intor-
no dell’origine di X nella topologia o (X, F) ha sempre al suo interno un sottospazio lineare di
dimensione infinita quando dim X = +oo e questo ci dice che tale topologia non puo essere norma-
bile perché se lo fosse le palle sarebbero una base di tale topologia e queste non contengono mai
nemmeno una retta (almeno per K = R o C). O

Osservazione 5.1.11: Nella dimostrazione della proposizione precedente si & in particolare di-
mostrato che in uno spazio del tipo (X, o (X, F)), con X spazio vettoriale e F C X’ sottospazio
lineare, la topologia & sempre indotta dalla famiglia di seminorme P = {[{f, .)|} reF.

Lemma 5.1.12:  Siano X uno spazio vettoriale sulK e fi, ..., fn, f € X'. Le seguenti affermazioni
sono equivalenti:

(1) esistono Ay, ...,4, € K t.c.
f=2>fi:
i=1

(2) esiste y € (0,+c0) t.c.
I<f,x)| <y max [(fi,x)|;
1<i<n

(3) Ker(f) > N, Ker(f;).

Dimostrazione. Ovvie sono le implicazione (1) = (2) e (2) = (3). Dimostriamo (3) = (1). Sia
m: X —->K'tc.

m(x) = ({(fi,x))i=1,...n Vx € X.
Se m(x) = m(x’) allora x — x" € N, Ker(f;) e, grazie a (3), otteniamo (f,x) = (f,x’). Dunque &
ben definito il funzionale lineare A : 7(X) — K t.c.

A, m(x))y =(f,x) Vx € X.
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Estendiamo A ad un funzionale lineare A su tutto K" 7(X) (ad esempio ponendolo uguale a 0
fuori da 7(X)). In particolare quindi esistono Ay, ..., 4,, € K che rappresentano A, ossia t.c.

n

(A, (U, e ttn)y = > Aty V(s .otty) € K™

i=1

Dunque

(fox)y = (A, m(x)) = (A, ((Fr.5) oo (Fro X)) = D, Ai{fix) Vx € X

i=1

che e (1). O

Teorema 5.1.13:  Siano X uno spazio vettoriale su K ed F C X’ un sottospazio lineare. Allora lo
spazio duale di (X, o(X, F)) coincide con F.

Dimostrazione. Per definizione di o-(X, F) ogni g € F ¢& continuo rispetto a o-(X, F). Viceversa
supponiamo che g sia continuo rispetto a (X, F'), allora & in particolare continuo in 0 € X e di
conseguenza esiste un aperto di base locale U(f), con f C F finito, t.c.

[{(g,x)| <1 Vx € U(f).

Dimostriamo ora che Ker(g) D Ny Ker(f). Se cifosse unx € (N yerKer(f)) \ Ker(g) allora
tutto span(x) C N yes Ker(f) € U(f), quindi per ogni n € N, si ha

n|(g,x)| = (g, nx)| < 1

ossia .
(g, x)| < — VneN,

n

e quindi mandando n — +oo si ottiene x € Ker(g), che ¢ un assurdo. Di conseguenza vale la
condizione (3) del Lemma 5.1.12, che pero ¢ equivalente alla condizione (1) dello stesso lemma,
dunque g € F. O

Proposizione 5.1.14:  Sia X uno spazio vettoriale e F' C X’ un sottospazio lineare. Allora S C X
é limitato in (X, 0 (X, F)) se e solo se

sup [(f,x)| < +oco0 Vf € F.

xeS

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 3.4.10 e dall’Osservazione 5.1.11. O
Proposizione 5.1.15: Siano X spazio vettoriale su K e F C X’ un sottospazio lineare. La
topologia o (X, F) su X é NI se e solo se dim F < No.

Dimostrazione. Se F = span({ fx}res) con |J| < Ny, allora la topologia o (X, F) € la meno fine
topologia che rende continua le funzioni { f }xcs ed & quindi indotta dalla famiglia di seminorme
P = {|{fx> )| }xes (come mostrato nella Proposizione 5.1.10) ed ha base locale numerabile di
intorni aperti B = {V(fj,n)}jes, nen, con

V(fism) = {x € X [[{f;x)] <n”'}.

Viceversa se esiste una base locale numerabile di intorni, posso prenderla senza perdita di
generalita fatta di insiemi del tipo

U(fi,eoon fm) ={x e X |I{fi,x)| <1 Vi=1,...,m}
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con m € N (infatti per quanto visto nella Proposizione 5.1.10 gli insiemi di questo tipo formano a
loro volta una base locale di aperti), ossia posso considerare la base locale numerabile della forma
Bo = {Upn}nen con

U,={xeX||{funi-x)| <1 Vi=1,..,k,} VneN
in cui k, € Ny Vn € N. Quindi, per continuita di f, esistera un n € N t.c.
IKf,x) <1 Vx e U,

ed effettuando un ragionamento analogo a quello fatto nella dimostrazione del Teorema 5.1.13 si
ottiene che f verifica la proprieta (3) del Lemma 5.1.12 con le funzioni { f,,; }i=1,... k, relative ad

U, e quindi sara combinazione lineare delle funzioni {f; ;}i=1,. ..k, Quindi {f, ;}i=1,..,, che
neN
¢ al pit numerabile, genera F' e da questo se ne deduce che una base di F avra necessariamente

cardinalita al pitt numerabile. O

5.2 Topologia Debole e Debole*

Nel resto della sezione sara sempre K = R o C.

Definizione 5.2.1 (Topologia debole): Siano X uno SVT su K ed X* il suo spazio duale. La
topologia o (X, X*) ¢ chiamata topologia debole di X.

Osservazione 5.2.2: Nel contesto della definizione precedente, talvolta chiameremo topologia
forte la topologia originaria di X.

Osservazione 5.2.3: Nel contesto della definizione precedente, la topologia debole mantiene con-
tinui i funzionali di X* ed ¢ la topologia meno fine che lo fa, dunque se 7 ¢ la topologia forte di X,
vale o (X, X*) C 7.

Definizione 5.2.4 (Topologia debole*): Siano X uno SVT su K ed X* il suo spazio duale. La

: e . ,. . ) @
topologia o-(X*, X), in cui si ¢ identificato X con le valutazioni (con I’immersione canonica X —
X**), ¢ chiamata topologia debole* di X*.

Osservazione 5.2.5: Siano X SVT su K e X* il suo duale. Ovviamente X* c KX, consideriamo
su KX 1’usuale topologia prodotto, ossia la topologia iniziale associata alle proiezioni di IKX. Os-
serviamo che le proiezioni di KX non sono altro che le valutazioni, dunque per il Teorema 5.1.7 di
transitivita, la topologia debole* su X* coincide con la topologia da sottospazio di X* ereditata da
KX (ricordiamo che la topologia da sottospazio & la topologia iniziale associata all’inclusione).

Osservazione 5.2.6: Nel casoin cui X € spazio normato, su X * ¢ ben definita la topologia data dalla
norma operatoriale 7,,. Per tale topologia le valutazioni su X* sono continue, dunque o (X*, X) C

Top-

Osservazione 5.2.7: Consideriamo le famiglie di funzioni {®x} e X* e notiamo che, se per ogni
feX eevy: X > Ktec.
<er’ ()0> = (‘10’ f> VSD € X**’
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si ha
(evy o Dx,x) = (evy, Dx(x)) = (Px(x), f) = (f,x)

ossiaevyo®y = f perogni f € X*. Quindi per il Teorema 5.1.7 di transitivita si ha che o (X, X*)
¢ esattamente la topologia iniziale su X indotta da ®x : X — ®Px(X) € X* in cui su ®x(X)
c’¢ la topologia o (X, X*) o (x) € @x diventa un omeomorfismo lineare tra questi spazi (facile
verifica controllando che @x : (X, 0 (X, X*)) — (DPx(X), o (X™, X*)|ox(x)) € bigettiva, continua
e aperta).

Osservazione 5.2.8: Talvolta (soprattutto nei capitoli successivi) chiameremo gli aperti deboli di
uno spazio w-aperti, i chiusi deboli di uno spazio w-chiusi, i compatti deboli di uno spazio w-
compatti, i limitati deboli di uno spazio w-limitati, gli aperti deboli* di un duale w*-aperti, i chiusi
deboli* di un duale w*-chiusi, i compatti deboli* di un duale w*-compatti e i limitati deboli* di
un duale w*-limitati. Un funzionale di uno spazio sara detto w-continuo se & continuo rispetto alla
topologia debole nello spazio. Un funzionale di un duale sara detto w*-continuo se ¢ continuo
rispetto alla topologia debole* sul duale. Indicheremo la chiusura nella topologia debole con s"e
la chiusura nella topologia debole* con $™". Un sottoinsieme denso rispetto alla topologia debole
sara detto w-denso, mentre un sottoinsieme di funzionali denso rispetto alla topologia debole*
sara detto w*-denso. Inoltre talvolta indicheremo la topologia debole di uno spazio e la topologia
debole* di un duale rispettivamente con 7, € Typ.

Proposizione 5.2.9: Sia X SVT, allora valgono le seguenti affermazioni:

(1) il duale di (X, o (X, X*)) coincide con X*;

@
(2) il duale di (X*, 0 (X", X)) coincide con ®(X) (in cui X — X** é l’inclusione canonica per
valutazioni).

Dimostrazione. Segue dal Teorema 5.1.13. O

Definizione 5.2.10: Siano X uno SVT su K, X* il suo spazio duale e (x,),eny € X una succes-
sione. Diciamo che x,, converge debolmente ad x € X e scriviamo

Xp — X

quando x,, — x nella topologia debole o (X, X*).

Definizione 5.2.11: Siano X uno SVT, X* il suo spazio duale ed ( f,),en € X* una successione.
Diciamo che f,, converge debolmente* ad f € X* e scriviamo

3k

Sn = f

quando f;; — f nella topologia debole* o (X*, X).

Osservazione 5.2.12: Talvolta per dire che x,, — x nella topologia forte dello SVT di cui sono
elementi diremo che x,, converge fortemente ad x.

Proposizione 5.2.13: Siano X uno SVT su K, X* il suo spazio duale, (x,)nen C X una succes-
sione ed x € X. Valgono le seguenti affermazioni:

(1) x =~ x = (f,x,) = (f,x) Vf e X
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(2) se x,, — x nella topologia forte = x, — x.

Dimostrazione. (1) Segue dalla definizione di topologia debole e dalla Proposizione 5.1.3.

(2) Vale perché la topologia debole ¢ meno fine della topologia forte.
O

Proposizione 5.2.14: Siano X uno SVT su K, X* il suo spazio duale, (fy)nen € X* una succes-
sione ed f € X*. Vale la seguente affermazione

fnif — (fpu,x) > {f,x) Vx € X.

Dimostrazione. Segue dalla definizione di topologia debole* e dalla Proposizione 5.1.3. O

D’ora in poi sara fissato (X, ||.||) spazio di Banach su K. Inoltre chiameremo Bx e Bx- la palla
unitaria chiusa degli spazi normati X ed X* rispettivamente (consideriamo su X* 1’'usuale norma
operatoriale).

Teorema 5.2.15:  Gli spazi "deboli” (X, o (X, X*)) e (X*, 0 (X*, X)) sono entrambi SVTLC T0,
in particolare sono regolari (e quindi T2).

Dimostrazione. Peril Teorema4.1.1 di Hahn-Banach (in particolare per il Corollario 4.1.5) {|f| | f €
X*} una famiglia di seminorme su X separante ed induce proprio la topologia debole su X, quindi
(X,0(X,X")) € uno SVTLC T0. Ovviamente anche i moduli delle valutazioni sono una fami-
glia separante di seminorme su X* ed inducono proprio la topologia debole* su X*, quindi anche
(X*,0(X*, X)) € uno SVTLC TO. Per concludere si usa il Corollario 3.1.17. m|

Osservazione 5.2.16: Lo spazio duale X* é denso nello spazio duale algebrico X' (visti come
sottospazi di KX). In particolare X* non é in generale chiuso in KX (con la topologia prodotto).

Infatti prendiamo f € X’. Consideriamo un generico intorno di f in X’ ¢ KX (con la topologia
di sottospazio)

Uxt,.oxmie) ={g € X' | {f —g.xi)| <& Vi=1,....m}

in cui si sono fissati xi,...,x,;, € X e € > 0. Per il Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach Elf € X* t.c.
(f,x) =(f,x) Vx €span(xy,....,x,) = Vel fllx- = |lfivllv: (abbiamo esteso fy), in particolare

f = Foxi)| =0 Vi=1,...m

dunque fe U(x1, .o, X €),08sia U(xy, ..., X3 €) N X # 0.

Proposizione 5.2.17: Se (x,,)nen € X e x € X sono t.c. x, — x allora vale
[lx]| < liminf ||x,]|.
n—+oo
Dimostrazione. Per ogni f € X* vale

I 2xn) < (1 e len

dunque passando al limite inferiore per n — +oo0 si ottiene
I<fs 01 < (1 1x- liminf {|x,, ]
n—+oo

che prendendo 1’estremo superiore per f € X* con || f]| < 1 ci da (grazie al Corollario 4.1.5) la
tesi. O
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Proposizione 5.2.18: Se X é separabile, allora la palla Bx- é sequenzialmente compatta in (X*, o (X*, X))
e lo spazio (Bx+, 0 (X*, X)) By ) é metrizzabile.

Dimostrazione. Sia{xj}ren densoin By. Sia (fi)nen C Byx-, allorale [ sono tutte 1-lipschitziane,
quindi, per il teorema di Ascoli-Arzela, esiste una sottosuccessione (fy, )xen che converge pun-

tualmente su x; Yk € N (notiamo che i singoletti {x; } sono compatti ed estraendo iterativamente

per ogni k € N una sottosuccessione che converge in x; per ogni j < k ed attuiamo un argomento

diagonale per estrarre una sottosuccessione che converge in ogni x;). Essendo I’insieme di con-

vergenza di ( f,;, )xen chiuso e contenente {xx }xen segue che (fy, )ken converge puntualmente su

tutto By e quindi su tutto X per la linearita delle f,,. Sia f il limite puntuale di ( f, )xen, questa

sara ancora lineare ed 1-lipschitziana, ossia ( f, )xen converge in o-(X*, X) ad un elemento di Bx-,

questo prova la compattezza sequenziale.

Vediamo la metrizzabilita. Consideriamo su X* la norma

fllo= 37 2741(fxil VF € X

keN,

Dico che ||.||o induce su Bx- la topologia o (X*, X))IEX*' La mappa

(Bx II.llo) = (Bx+, o (X", X) 5,.)

¢ sequenzialmente continua, infatti sia (f,),en C Bx+ convergente in norma ||.||o ad f € Bx-,
questo avviene se e solo se

ST 2K |(fy = foxi) — 0

keN;
che implica |[{f, — f,xx)| = 0 Yk € N, e quindi come prima f;, — f puntualmente su tutto X,
ossia f, — f nellatopologia debole*. Ma la topologia indotta da una norma ¢ N1, dunque la mappa
considerata & anche continua e quindi la topologia o (X*, X ))IEX* ¢ contenuta nella topologia su

By- indotta dalla norma ||.||o. Invece
(Bx-. o (X", X)5..) = (Bx, Il.lo)

& sequenzialmente continua in quanto se ( f,),en C Bx+ vale f,, SN f € Bx- seesolose (f,,x) —
(f,x) ¥x € X ed in particolare per x = x, k € N e quindi per il Teorema di convergenza dominata
si ha

= fllo= D 275(fu = foxi)| — 0

keNy
infatti per ogni k € N, si ha 27K|(f, — f,xi)| < 27%1 e (27%*1), n, € £'. Ma allora essendo
(Bx+, o (X*, X )|EX*) sequenzialmente compatto segue che lo ¢ anche (Bx-, ||.|lo), ma quest’ultimo
& metrico, quindi € compatto. Infine basta osservare che (Bx-, o (X", X )|§x*) ¢ T2 per concludere
che la mappa IdEx* . (Bx ||.llo) — (Bx+, o (X, X)|§X*) ¢ un omeomorfismo (continua tra un
compatto ed un T2) e da questo segue immediatamente la metrizzabilita voluta. O

Proposizione 5.2.19: Sia C C X un sottoinsieme convesso. Allora C é chiuso rispetto alla
topologia forte di X (quella della norma) se e solo se C é w-chiuso in X.

Dimostrazione. Essendo la topologia debole meno fine della topologia forte di X segue che se C ¢
chiuso debole allora ¢ anche chiuso nella topologia forte di X. Viceversa se C ¢ chiuso forte, preso
un x ¢ C, per il Teorema 4.3.4 di Hahn-Banach, seconda forma geometrica, segue che esiste un
FeXeduny>0tc.xeU={{F <y}eCnU =0, inoltre U ¢ aperto nella topologia debole
di X, dunque U ¢ un intorno debole di x tutto contenuto in C¢ che € quindi aperto debole. O



Capitolo 5. Topologia per I’Analisi Funzionale, prima parte 71

Corollario 5.2.20: Lo spazio (X, ||.||) é separabile se e solo se lo é lo spazio (X, o (X, X™)).

Dimostrazione. Ovviamente se (X, o (X, X*)) ¢ separabile allora lo ¢ anche (X, ||.||). Viceversa
sia D C X numerabile w-denso, consideriamo span(D) che & convesso e chiuso in (X, ||.||), in
particolare & chiuso anche in (X, o (X, X*)), quindi contiene la chiusura debole di D che & tutto
X, quindi span(D) = X. Ma span(D) = spang (D), per la continuita delle operazioni, quindi
spang (D) = X. Di conseguenza span@(C ) ¢ il denso numerabile cercato. O

Proposizione 5.2.21: Siano H uno spazio di Hilbert sulK, (x,)nen C H una successione e x € H.
Allora x,, — x nella topologia forte se e solo se

Xp — X
llxnll = llxIl-

Dimostrazione. Se x, — x allora x, — x (Proposizione 5.2.13) ed ||x,|| — ||x|| per la continuita
della norma. Viceversa vale

I = xlI* = [l I + 11%11> = 2Re((x, - x))
= [lxall® = Il + 2(llxll* = Re((xs - )))

ed il funzionale H > y + Re((y, x)) € continuo, dunque per la convergenza debole di x, a x si ha
lIx]|?> = Re((x, - x)) = o(1). Di conseguenza per n — +co abbiamo

[l = x1I> = lla I = Il + 0(1) = o(1).

5.3 Polare e Teoremi di Banach-Alaoglu e di Goldstine

Definizione 5.3.1 (Polare): Siano X SVT e S C X un suo sottoinsieme. Definiamo il polare di S
come
S*={feX" | |{f.x)| <1 VxeS}

Osservazione 5.3.2: Siano X uno SVT e S C X. Allora

S*=(MfeX | Kf,0l <1}

xeS
¢ intersezione di convessi w*-chiusi, dunque ¢ convesso w*-chiuso.

Proposizione 5.3.3: Siano X SVT, S C X un suo convesso assorbente e ps il suo funzionale di
Minkowski. Allora vale

§°={f e X" | [{f.x)| < ps(x) Vx € X}.

Dimostrazione. Sia A = {f € X" | |{f,x)| < ps(x) Vx € X}. Se f € §°ex € X allora
Vr > ps(x) 3t > 0con ps(x) <t <rtc. x €tS. Maallora %x € S e quindi

5+

<1
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da cui

Kf.0l<t<r

e questo vale Vr > pg(x). Di conseguenza |{f,x)| < ps(x) Vx € X. Se invece f € A allora
Vx € § vale

I(f,x)| < ps(x) <1

ossia f € §°. O

Teorema 5.3.4 (di Banach-Alaoglu): Siano X SVT e V C X intorno convesso di 0. Allora V°
¢ convesso ed é compatto in (X*,0(X*, X)) (ossia é w*-compatto). In particolare Bx- é w*-
compatto.

Dimostrazione. Nell’Osservazione 5.3.2 abbiamo dimostrato che un polare ¢ sempre convesso.
Dimostriamo la compattezza debole*. Essendo V intorno di O si ha che V ¢ assorbente e quindi
pv(x) < oo per ogni x € X. Inoltre per ogni f € KX si hache f € V° se e solo se f & lineare e
f(x) € Bk(0, p,(x)) (questo perché f(x) < 1 suV garantisce la continuita).

Allora

Ve=X'n][Bk(0, py(x) c KX
xeX

N N

allora V° & compatto in KX rispetto alla topologia prodotto in quanto chiuso (perché X’ & chiuso

nella topologia prodotto di KX essendo X’ = Ny, yex Ker[evytqy — (evy —aevy)]) in un compatto
ack

(infatti [Tyex Bi (0, py (x)) & compatto per il Teorema di Tychonoff). Ma la topologia prodotto di
KX induce su X* 1a topologia o-(X*, X) e V° ¢ X* c KX, dunque V° & anche w*-compatto in X*.
L’ultima affermazione dell’enunciato segue dal fatto che (EX)" = By (semplice verifica). O

Teorema 5.3.5 (di Goldstine): Sia (X, ||.||) uno spazio di Banach. Consideriamo I'immersione
canonica per valutazioni ® : X — X** allora ®(Bx) é w*-denso in Bx=, ossia é denso nello
spazio (Bx-, o (X, X")5_..)-

Dimostrazione. In tutta la dimostrazione sara B = ®(Byx). Essendo ’inclusione ® isometrica si
ha B C Bx~ ma By« & chiaramente w*-chiuso, dunque si ha B ¢ By+. Dimostriamo quindi
I’altra inclusione. Sia & € X**\ B"". Usando il Teorema 4.3.4 di Hahn-Banach seconda forma
geometrica, con {{} e B (che & convesso e chiuso), si trova un funzionale ¢ : X** — K che
sia o (X**, X*)-continuo, quindi una valutazione su un ¢ € X* che separa (in senso forte) ¢ da

—W3*

B D B. Ma allora si trova
(¢, 9y > 1> [{p,x)| Vx € Bx

dove sfruttiamo la simmetria della palla per mettere il modulo. Quindi ||¢||x+ < 1 eallora ||{||x= >
(£, ¢) > 1 dunque £ ¢ Bx-. O

5.4 Topologie Polari sul Duale e Teoremi di Dieudonné

In tutto il resto della sezione sara fissato (X, ||.||) spazio di Banach. Inoltre nel seguito indicheremo
le parti di X con P(X) e le parti finite di X con 2 (X).

Teorema 5.4.1 (di Mazur): Sia K C X un compatto. Allora co(K) é compatto.
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Dimostrazione. Ovviamente co(K) ¢ completo essendo chiuso di un completo. Proviamo che ¢
totalmente limitato. Sia £ > 0, per compattezza di K, esiste F' C K finito t.c.

KCF+ ;EX c co(F) + ;EX
ma somma di convessi ¢ convessa dunque abbiamo anche
E—
co(K) c co(F) + EBX'

Dico che co(F) & compatto, infatti € immagine della mappa continua

i=1 i=1

n n
An_lz{/le[o,l]"| Z/li:I}B/lHZ/lifieX

con {fi}i=1..n» = F, ma A,_; ¢ compatto da cui segue quanto voluto. La compattezza appena
dimostrata ci assicura I’esistenza di un G C co(F) finito t.c.

co(F) c G+ ;EX

dunque abbiamo
co(K) c G + gﬁx + gﬁx =G +&By

ma G + £Byx & chiuso dunque vale
co(K) c G + ¢Bx.
L arbitrarieta di £ > 0 ci assicura quindi che co(K) & totalmente limitato. O

Teorema 5.4.2 (di Dieudonné): Sia K C X un compatto. Allora 3(x,)nen C X tc. ||xn]| = O e
K cco({xn}tnen).

Dimostrazione. Essendo K compatto esiste un R > 0 t.c. K ¢ B(0, R), supponiamo senza perdita
di generalita R = 1. Per compattezza di K vale che Vn € N 3F, € ?¢(K) t.c.

K c F, +4 "By.

Allora D = U, en Fy € denso in K. Avendo assunto K C Bx prendiamo Fy = {0}. Siay € D,
allora y, = y € F,, per un qualche n € N. Siccome F,,_; ¢ una 4=+ _rete vi & un Yn-1 € Fp_1 t.c.

Hyn — Yn-1 ” < 4—n+1‘

Procediamo a ritroso fino a trovare {yi }r=o... nt.C. yr € Fx Yk =0,...,ne

vk = veoill < 475 Vi =1,...,n.
Possiamo scrivere

n
Yy=yn= (k= yk-1)
=1

n
= 327 (K u - i) #2710
k=1
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che & combinazione convessa dei punti {2¥ (yx — yx_1)}k=1....n € {0}, maperogni k = 1, ..., n vale

2K||lyk =yt < 2k47K+1 = 27K42 ¢ quindi

.....

2Ky — yio1) € 2K(Fr = Froy) N 2782 Byx = Ay

Di conseguenza, se A = Ugen, Ak, vale D C co(A), da cui segue K C co(A). Inoltre I’insieme A
et.c. A\ eBx ¢ finito per ogni € > 0. cio¢ (essendo numerabile per costruzione) ¢ 1’immagine di
una (x,)nen infinitesima. O

Osservazione 5.4.3: Sia X uno SVT.
e SeScXereR\ {0} allora

(tS)° = {f € X* | {f,1x)| < 1 Vx € S}
={feX" | tf.x)] <1 Vxe S}

1 1
= {;g eX*|{g,x)| <1 Vxe S} = ;S°.

e Se A, B C X allora
(AUuB)’ ={feX"||{f.x)| <1 Vxe AU B}
={feX"|fLx) 1 ¥VxeA}n{feX | {f,x)| <1 VxeB}=A°NB".

e Se {A;}ic; C X allora

(A7 =W e X [I{f.0) <1 Vxe A}

i€l iel

={feX |{fix)| <1 VxeA; Viel}

L4

ieN

B

* Se A C X allora co(A)° = A°. Infatti ovviamente co(A)° C A° e viceversase f € A°e

=l,....n = LY +] YW L; 11 — LM M=,

e du conseguenza
EEED WANED WY
ossia f € co(A)°.
Definizione 5.4.4 (Topologie polari): Sia of c P(X) t.c.
(1) Unea A=X;
(2) VA,Bed AUBE€e H,;
B)VAedA VieR tAed.

Definiamo quindi su X*, spazio duale di X, la topologia polare associata ad & come la topologia
indotta dalla famiglia separante di seminorme {||.||co, A} Acs -
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Osservazione 5.4.5: (1) Lacondizione (1) ci assicura che la famiglia di seminorme {||.||co, 4} Ac ot

2)

3

¢ separante e quindi che la topologia ¢ T1 (dal Teorema 3.2.10).Quindi ogni topologia polare
su X lo rende uno SVTLC regolare ed in particolare T2 (dal Teorema 3.2.10).

La palla unitaria di [|.||c0,4 €
{feX | Ifllo,a <1} ={feX" | [{f,x)] <1 Vxe A} =A"

La condizione (3) ci dice in particolare che per € R\ {0} anche rA € & e la palla unitaria
di ||.[[co,ra €

1
(1A)° = —A°

dunque per ¢t = n € N otteniamo gli insiemi

¥ 1
V(I llsoaen) = {f & X" 1Nl < ;}

che come sappiamo dal Teorema 3.2.10 formano una base della topologia da SVTLC in-
dotta dalle seminorme {||.||co.a}acst (V(|I.llco.457) D V(||.|l0.4, 7)), Ossia della topologia
polare associata ad &f. Quindi la famiglia %8,y = {A°} 4cy forma una base locale di intorni
dell’origine di X con la topologia polare associata ad «.

Se inoltre ogni A € ¢ & convesso allora || flco,a = || fllco,co(a) VS € X*.

Passiamo adesso a studiare alcuni esempi notevoli di topologie polari.

Esempio 5.4.6: ¢ Latopologia forte indotta dalla norma operatoriale 7., coincide con la topo-

logia polare associataad & = {§ C X | S limitato}. Questa topologia ¢ anche detta topologia
della convergenza uniforme sui limitati.

La topologia della convergenza uniforme sui compatti txc € la topologia polare associata alla
famiglia
K ={K c X | K compatto di X}

o equivalentemente (per il Teorema 5.4.1 di Mazur) quella associata alla famiglia
K1 ={K c X | K compatto convesso di X}

o0 ancora equivalentemente (per il Teorema 5.4.2 di Dieudonne, insieme al punto (4) dell’Os-
servazione precedente) quella associata alla famiglia

Ko={K c X|K = {xn}nen tc. [lxall — 0}.

La topologia debole* T, coincide con la topologia polare associata alla famiglia o =
P r(X), infatti per ogni F' € P r(X) vale || f|lco,r = maxyer [{f,x)].

Osservazione 5.4.7: Vale la seguente catena di inclusioni:

Top D TK D Ty

Inoltre tutte e tre le topologie hanno gli stessi limitati.



76 5.4. Topologie Polari sul Duale e Teoremi di Dieudonné

Teorema 5.4.8 (di Dieudonné 1): Vale I'uguaglianza tra i biduali
(X*, TIC)* = (X*, Tw*)* = {er}xEX-

Dimostrazione. 1'uguaglianza (X", 1,,+)" = {evx}xex segue dalla Proposizione 5.1.13. Essendo
Pr(X) c K vale 1+ C 1. Dunque se n € (X*, 7,,+)" alloran € (X*, 7c)*. Viceversa prendiamo
un ¢ € (X*,7x)*, dimostriamo che ¢ una valutazione su un elemento di X. Per la continuita
rispetto a T, grazie alla Proposizione 3.3.5, si ha I’esistenza di una successione (x,),en C X, con
llx.]| = O, t.c.

6, P < 1 o, ot = MaX K 5)] VS € X

.....

< .
0.0 max fll, 0,

<

e definita (x,,),en t.C. _
Xkm+j :x,(cj) VkeN Vj=0,...m-1

¢ semplice notare che (x;),en € Ko e vale

Ogl}lgan)i—l ”f”‘x’,{xr(;j)}ne!\l = ”f“OO,{Xn}neN

quindi effettivamente
s S < Moo, g Y mens- (5.1

Consideriamo adesso 1’operatore lineare

. T
X3 f = ({f,Xn))neN € Co
(infatt essendo ||x,|| — Oed f € X* vale anche |{f,x,)| — 0). E sull’immagine 7(X*) C ¢ &
ben definita I’applicazione lineare
£ 3 w
T(X7) 3 ({fsxn)Inen > (¢, ) € K

infatti se {f,x,) =0 Vn € Nallora (¢, f) = 0 per I’eq. (5.1). Inoltre munendo c¢( dell’ usuale
norma del sup ||.||c, sempre ’eq. (5.1) ci dice

(&, 1)1 < 1(<f Xn)nenlleo

ossia che ¢ ¢ continua. Quindi, per il Corollario 4.1.2 (o il Corollario 4.1.3), i si estende ad una
forma lineare continua definita su tutto ¢¢. Quindi, essendo CS linearmente isometrico a ¢!, esiste
un A = (A,)nen € €' tec.

(@, f) =D Anlf o xn) = <f, D znxn>

neN neN

in cui I'ultima uguaglianza vale perché f : X — K & continua e >,,cn AnX,, € una serie normal-
mente convergente in X che ¢ completo (e quindi la serie converge anche in X), infatti

[Anxnll < |An| max [lx, || = C|Ax|
neN

e 1 € ¢'. Abbiamo quindi dimostrato che

(6. f)=(f.u) Vf e X"

conu = D eNnAnxy € X. m|
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Un’immediata ed interessante conseguenza del teorema appena dimostrato ¢ descritta nel se-
guente corollario.

Corollario 5.4.9: Sia u una misura boreliana finita concentrata su un compatto K c X. Consi-
deriamo il funzionale integrale su X™ associato a u

é
X*Bfl—#>/fd,u€K.
K
Allora esiste un u € X t.c.
| fau= ) vrex
K
1l vettore u rappresenta il ”baricentro della misura u”.

Dimostrazione. 1l polare K° & un intorno di 0 € X* nella topologia 7x e vale

<¢y,f>=/deﬂSu(K) < 400 Vf € K°

ossia il funzionale integrale ¢, € limitato in un intorno di 0 € X* e questo, grazie al Teorema 3.3.2,
ci da la continuita di ¢, rispetto alla topologia 7 su X*. Ma allora ¢,, € (X*, 7c)* e quindi per il
Teorema 5.4.8 di Dieudonné 1, ¢,, ¢ la valutazione per un qualche u € X. O

Definizione 5.4.10: Siano {(X,, ) }nen Spazi topologici t.c.

X, C X1 € T CTyuar YR eN.

Definiamo X = U,en X5 € con questo prendiamo le inclusioni J, : X, — X, dunque definiamo
T come la pill fine topologia su X, che rende continue le inclusioni {J, },en. Tale topologia &
detta topologia limite delle {7, },eN.

Osservazione 5.4.11: Mettiamoci nel contesto della definizione precedente, supponiamo che o
sia una topologia su X, che rende continue le inclusioni {J,, },en € consideriamo la topologia

T={AePX)|ANX, €1, VneN}.

Ovviamente, dovendo o rendere continue le {J,},en, vale ¢ C 7. Dunque 7 ¢ pil fine di ogni
topologia che rende continue le {J; },en, dunque T = Teo.

Proposizione 5.4.12: Siano {(X,,, Tn) }nen spazi topologici t.c. X,, C X411 € Ty C Tpyl per ogni
n € N e sia Xoo = Unen Xn. Consideriamo la topologia limite delle {7, },eN, Too. Dico che

TOOZ{AIUAn|An€Tn, Ap C Apsi Vnel\l}.
neN

Dimostrazione. Per esercizio. O
Definizione 5.4.13: Siano X spazio normato ¢ X* il suo spazio duale. Su X* ¢ ben definita la
topologia limite associata alle inclusioni

(nBx-. (ty))5,.) < X

tale topologia ¢ detta fopologia debole* limitata e la indicheremo con 7p,,-. Chiameremo il suoi
aperti bw*-aperti, i suoi chiusi bw*-chiusi, i suoi compatti bw*-compatti, i suoi limitati bw*-

. . . —=bwsx . . . ,
limitati, 1a chiusura rispetto a questa topologia §  ed i suoi densi bw*-densi.
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N

Osservazione 5.4.14: Nel contesto della definizione precedente un A € X* & bw*-aperto (bw*-
chiuso) se e solo se A N nBx+ ¢ w*-aperto (w*-chiuso) in nBx+ per ogni n € N. In particolare
quindi Tpy+ D Typx.

Teorema 5.4.15 (di Dieudonné 2): Su X* sono definite le topologie Tpy+ € Txc. In realta vale
Thw = TKC-
Dimostrazione. Come abbiamo in precedenza osservato, una base locale di intorni per 7xc €
{A° | A € Ko}
incui o ={K C X | K = {xp}nen tc. ||xn]| — O}. Per ogni n € N, vale

A° NnBx- = A° Nn(Bx)°
=A°n (n"'By)°
= (AU (n"'Bx))°
=[(A\ (n"'Bx)) U (n'Bx)]°
= (A\ (n'Bx))°n (n"'Bx)° = (A\ (n"'Bx))° N nBx-

ma A \ (n~'By) & finito, dunque

(AN 'Bx)) = () {feX'|Kfi0l<1)

x€A\(n~1Bx)

& un’intersezione finita e di conseguenza (A \ (n~'Bx))° un w*-intorno di 0 € X*. Da questo segue
che ogni aperto di 7x induce su ogni palla nBx-, con n € N, un w*-aperto di nBx-. Quindi vale
T C Ty~ (Osservazione 5.4.14). Vediamo I’inclusione opposta. Sia U intorno aperto dell’origine
di X* nella topologia Tp,~. Allora per ogni n € N, I'insieme U N nBx- & aperto in (1,
quindi esiste un A, € 2 (X) t.c.

*)lnEX*’
A(:l N I’lﬁx* cU

(in quanto la topologia debole* ¢ la topologia polare associata alla famiglia di insiemi % (X)).
Inoltre, come dimostreremo tra poco, possiamo prendere gli A, € P (X) tc. A, \ Ay—1 C (n -
1)"'Bx per n > 2. In particolare, preso A = Unen, An, sihache A\ £Bx & finito per ogni & > 0
e quindi A° ¢ intorno dell’origine di X* nella topologia 1. Ma essendo A° C A, Vn € N, vale
anche

A°NnBx- c U Vn € N,.

Da questo segue che esiste un intorno aperto in 7 dell’origine di X™* contenuto in U e quindi
che T D Tpy+. Costruiamo quindi gli insiemi A,, adeguati. Lo facciamo per ricorsione. Sia
Al € @f(X) t.c.

A(IJ N Ex* cU.

Poi supponiamo che sia definito A, € % ¢(X) t.c.

AZ ﬂnEx* cU
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si ha

0= A NnBx: NU N (n+1)Bx-

U &3

XEEX
=A,Nn m {x}*NnUN (n+1)Bx:
XGEX
=A, N m {n"'x}°NU° N (n+1)Bx-
XEEX
= ()[4, U{n 'x}° N [U° N (n+1)Bx:]

xGEX

=A’Nn NU° N (n+1)Bx-

[A, U {n~"x}]°
& w¥-chiuso in (n + 1)Bx+, ma (n + 1)Bx- & w*-compatto, quindi ci deve essere un J,, € P (Bx)
t.c.

ma U¢ N (n+1)Bx- & w¥-chiuso in (n+ 1)Bx- (U & bw*-aperto) ed anche NieBy

0= ()[4 U{n 'x}]°N[U° N (n+1)Bx:]
xeBx
() [A; N {n~'x}° TN [U° N (n+1)Bx-]
xed,

A, Nn m {x}°N[U° N (n+1)Bx:]

xeJy,

=[A,un~'J,]°NUN (n+1)Bx-

ciog definendo A,; = A, Un~'J, si ha
A, N(n+1)Bx- cU

ed ovviamente vale n~'J, c n~'By. Dunque A, \ A, = n1J, c n "By, di conseguenza
{An}nen, cosl definita fa quello che deve fare. O

Un importante corollario dei teoremi di Dieudonné 1 e 2 ¢ il seguente teorema che caratterizza
i convessi w*-chiusi del duale.

Teorema 5.4.16 (di Krein-Smulian): Sia C C X* un convesso. Allora C é w*-chiuso se e solo
se nBx+ N C é w*-chiuso Vn € N,.

Dimostrazione. Ovviamente se C & w*-chiuso allora nBx-NC & w*-chiuso Vn € N,. Dimostriamo
il viceversa. Dire che nBx- N C & w*-chiuso ¥Yn € N, equivale a dire C bw*-chiuso, ossia chiuso
per 1 (Teorema 5.4.15 di Dieudonné 2). Per il Teorema 4.3.4 di Hahn-Banach (seconda forma
geometrica) due topologie su uno spazio vettoriale X che lo rendono SVTLC e con lo stesso duale
hanno anche gli stessi convessi chiusi, quindi nel nostro caso si ha la tesi grazie al Teorema 5.4.8
di Dieudonné 1. O
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Teoria degli Operatori Lineari Limitati, prima parte

6.1 Teorema delle Categorie di Baire

o

Definizione 6.1.1: Sia X uno spazio topologico. Un E C X & detto mai denso se E = 0. Inoltre
E ¢ detto di I-categoria in X se ¢ unione numerabile di insiemi mai densi di X, altrimenti E ¢ detto
di Il-categoria in X.
Proposizione 6.1.2: Sia X spazio topologico.

(1) Siano A,B C X, se A C B e B é di I-categoria allora anche A lo é.

(2) Un unione numerabile di insiemi di I-categoria é di I-categoria.

(3) Un C C X chiuso é di I-categoria se e solo se C=0.

(4) Sia f : X — X un omeomorfismo e E C X. Allora E e f(E) sono di stessa categoria.

Teorema 6.1.3 (di Baire): Supponiamo che X sia
(1) uno spazio metrico completo, o
(2) uno spazio topologico localmente compatto di Hausdorff.

Allora se {A, }nen € una famiglia di aperti densi di X vale che anche (N\,en Ay € un aperto denso
di X.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia By C X un qualsiasi aperto aperto non vuoto. Per n > 1 definia-
mo per ricorrenza B,, # () nel seguente modo: abbiamo B, _; # 0 aperto, essendo A, denso vale
A, N B,_1 # 0 e sia che valga (1) sia che valga (2) ¢ possibile trovare un B, # 0 aperto t.c.

B, C A, NB,_]. (6.1)

Se vale (1) By, puo essere una palla di raggio minore di 27"*; mentre se vale (2), per locale compat-
tezza, B,, puo essere preso t.c. B, ¢ compatto. In entrambi i casi prendiamo

K= () Bn.

neN,

81
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Nel caso valga (1) i centri delle palle innestate B, formano per costruzione una successione di
Cauchy che per completezza di X converge e converge in realta ad un punto di K che quindi ¢
necessariamente non vuoto. Se vale (2) K # () perché ¢ intersezione di compatti innestati non
vuoti. Ma allora in entrambi i casi K # 0 € K C By N\ (Npen, An, dunque Bo N Nyen, An # 0. O

Corollario 6.1.4: Ogni spazio metrico completo e ogni spazio topologico localmente compatto
di Hausdorff é di Il-categoria.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia X uno spazio metrico completo o uno spazio topologico local-
mente compatto di Hausdorff e siano {E}, },,en una famiglia numerabile di insiemi mai densi di X.
Consideriamo per ogni n € N

e notiamo che essendo E,, = () vale che A,, = X, ossia ogni A,, & un aperto denso di X, quindi per
il Teorema 6.1.3 di Baire anche M,,cn Ay, € denso in X, in particolare € non vuoto, dunque

\JE:] =(E;2>()An#0

c
neN ) neN neN

dacui U,en En # X. |

6.2 Teorema di Banach-Steinhaus e di Uniforme Limitatezza
Definizione 6.2.1: Dati due SVT X, Y denotiamo
L(X,Y)={T : X — Y | T lineare continuo}.

Definizione 6.2.2: Siano X,Y SVT. Una famiglia I' ¢ L(X,Y) ¢ detta equicontinua se VU C Y
intorno dell’origine 3V C X intorno dell’origine t.c. VT € I' T(V) c U. Ossia denotando

r(v)y={Jrw)
Tel
r'w=MNr'w
Tell

sevale (V) c UosevaleV c T-1(U).

Proposizione 6.2.3: Siano X,Y SVTLC su K con topologia indotta rispettivamente dalle famiglie
di seminorme {p;}icr € {q;}jey. Siano Ly : X — Y funzioni lineari per ogni k € N, sono
equivalenti:

(1) {Lk}reN € equicontinua;

(2) perogni j € J esistono I; C I finito ed M; > O t.c.
supg;(Lix) < M;max p;(x) Vx € X.
keN i€l;

Dimostrazione. Non ¢ difficile adattare la dimostrazione del Teorema 3.3.4 (tutte le stime ed i
passaggi fatti con L in tale dimostrazione vale con Ly e per ogni k € N). O
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Osservazione 6.2.4: Nel contesto della definizione precedente, alla condizione data ¢ equivalente
anche
YU c Y intorno dell’origine "' (U) & intorno dell’origine.

Teorema 6.2.5 (di Banach-Steinhaus): Siano X,Y SVT. Sia " c L(X,Y) puntualmente limitata
su sottoinsieme di Il-categoria di X. Allora I é equicontinua.

Dimostrazione. Sia U C Y un intorno bilanciato di O € Y e V un intorno bilanciato chiusodi 0 € Y
tc. V-V cU. Sia

S ={x € X|I'(x) ¢ limitato in Y}.
Per ogni x € S, essendo I'(x) limitato, esiste un n, € Nt.c. I'(x) c n,V, ossiaTx € n,V VT €T,

cioex € T~ ' (nyV) = n, T~ (V) VT €T, ovvero x € n,I'"! (V). Dunque
Sc [ Jnarw).

neNy
Ma per ipotesi S & di II-categoria, dunque almeno per un n € N, deve essere nI"~ (V) # 0 e di
conseguenza si ottiene che I'"! (V) # 0. In particolare possiamo concludere che I'"! (V) = T'"1(V)
¢ un intorno aperto di 0 € X. ValendoV -V c U si ha
T-'WV)y-17'WV)=T""(V-V) cT Y (U)
e quindi
r-'wv)y-r'‘wv)cr'v)y-r='(v) cT7'(U) VT €T
da cui possiamo concludere
r-'v)-r-'(v) cr ().

Dunque I'"'(U) & un anch’esso un intorno di 0 € X, quindi per arbitrarieta di U intorno aperto
bilanciato di O € Y (esiste sempre una base locale di intorni aperti bilanciati) I" € equicontinua. O

Teorema 6.2.6 (di uniforme limitatezza): Siano (X, ||.||x), (Y, ||.|ly) spazi di Banach e I' C
L(X,Y). Se vale

sup [|Tx|ly = My < 400 Vx € X

Tel'

allora T' é limitata nella norma operatoriale.

Dimostrazione. Avendo X una struttura di spazio metrico completo, per il Corollario 6.1.4 del
Teorema di Baire, ¢ di II-categoria. Dunque le ipotesi del Teorema 6.2.5 di Banach-Steinhaus sono
verificate e possiamo concludere che I" € equicontinua, ciog, essendo I famiglia di operatori lineari
continui tra spazi normati, 3C > 0 t.c.

ITx|ly < Cllx|lx YT €T Vxe X

di conseguenza
IT]|op < C VT €T,

O
Proposizione 6.2.7: Siano (X, ||.llx), (Y, |l.|ly) spazi di Banach e (T;))nen € L(X,Y) puntual-
mente convergente aT : X — Y. Allora T é un operatore lineare continuo con

”T||0p < sup ”Tn”op < +0o.
neN
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Dimostrazione. Le ipotesi del Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza sono ovviamente verificate,
dunque si ottiene che sup,,n |75 llop = C < +o0. Inoltre

|Tx|ly < Cllx|lx Vn e N Vx € X
dunque
IT(x)]ly <Cllx|lx Vx e X

Ovviamente T ¢ lineare, dunque si ha Ia tesi. O

Proposizione 6.2.8 (Continuita di operatori bilineari): Siano (X, |.||x), (Y, |-llv), (Z,|l-llz)
spazi di Banach e b : X XY — Z un operatore bilineare. Se

(1) X 3 x+— b(x,y) € Z é continua per ogni 'y € Y;
(2) Y >y b(x,y) € Z é continua per ogni x € X;
allora b é continua.

Dimostrazione. La famiglia Fx = {b(x,.)}, By CON Byx la palla unitaria chiusa di X, & fatta di

operatori lineari continui ed & puntualmente limitata in quanto

sup ||b(x, )z = 16(., ¥)llop < +00 ¥y €Y
XEEX
in quanto b(.,y) : X — Z & continua per ogni y € Y. Dunque essendo Bx chiuso in uno spazio di
Banach possiamo applicare il Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza e dire che Fx € limitata nella
norma operatoriale di L(Y, Z), ossia

sup [[b(x, . )llop < M < +o00
XEEX
masup, .z 16 (x, )llop = SUP, By |6(x, ¥)||z, dunque
YEBy

sup |16(x, )|z £ M < 400
X€EX
YEE%

e questo per linearita ci da alla tesi. O

Proposizione 6.2.9: Siano (X, ||.||) spazio di Banach, X* il suo spazio duale e T" C X*. AlloraT’
é w*-limitato se e solo se I é limitato nella norma operatoriale su X*.

Dimostrazione. Se I' non & w*-limitato, allora esiste un intorno aperto U € o (X", X) di 0 € X*
che non assorbe I'. Ma la topologia debole* ¢ meno fine della topologia della norma operatoriale,
dunque U ¢ aperto anche rispetto a quest’ultima topologia, ma allora esiste una palla B(0,r) C
U c X*. Dunque per ogni ¢ > 0 vale tB(0,r) = B(0,tr) C tU e di conseguenza non puo assorbire
I', che quindi non ¢ limitato anche nella norma operatoriale di X*.

Viceversa se I ¢ w*-limitato, allora I" € assorbito da ogni intorno di 0 € X* del tipo

Ue={feX"||{f,x)] <1} con x € X
dunque per ogni x € X esiste unn, € Nt.c. I' C n,Uy, che implica
[{(f,x)| <ny Vxe X Vfel

quindi si applica il Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza che ci da la tesi. O
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Proposizione 6.2.10: Siano (X, ||.||) spazio di Banach e I' C X. Allora T" é w-limitato se e solo
se ¢ limitato nella norma di X.

Dimostrazione. Se T" non ¢ w-limitato allora esiste un intorno aperto U € o (X, X*) di 0 € X che
non assorbe I' . Ma la topologia debole ¢ meno fine della topologia della norma di X, dunque
U ¢ aperto anche rispetto a quest’ultima topologia, ma allora esiste una palla B(0,r) c U c X.
Dunque per ogni ¢ > 0 vale tB(0,r) = B(0,tr) C tU e di conseguenza non puo assorbire I', che
quindi non ¢ limitato anche nella norma di X.

Viceversa se I ¢ w-limitato, allora I" & assorbito da ogni intorno di 0 € X del tipo

Ug={yeX|[{¢,y)| <1} con ¢ € X~
dunque per ogni ¢ € X" esisteunng € Nt.c. I' C ngyUy, che implica
(¢, x)| <ny Vo € X* Vx el
ossia
[(evy, @) <ngy V¢ € X* Vx €T

quindi si applica il Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza e si trova che {ev, }er € limitata nella

N

norma operatoriale di X**. Mase @ : X < X** ¢ ’inclusione canonica nel biduale per valutazioni,
questa ¢ isometrica e {evy }xer = ®(I"), dunque anche I' & limitata nella norma di X. O

6.3 Teoremi della Mappa Aperta e del Grafico Chiuso

Nel seguito di questa sezione tutti gli spazi vettoriali saranno sulK =R o C.

Teorema 6.3.1 (della mappa aperta): Siano (X, ||.||x), (Y, |.|ly) spazi di BanacheT € L(X,Y)
surgettiva. Allora T é aperta.

Dimostrazione. Denotiamo con Bx e By rispettivamente la palla unitaria aperta e la palla unitaria
chiusa di X.
Passo 1: Usando la completezza di Y dimostriamo che T (Bx) é un intorno di 0 € Y.
Osserviamo che X = U, en, nBx, dunque

Y =T(X)= |_J nT(Bx)

neN;

ma Y ha una struttura da spazio metrico completo, dunque per il Corollario 6.1.4 del Teorema di
Baire ¢ di II-categoria e di conseguenza esiste necessariamente un n € N, t.c. (nT(Bx)) # 0, ma

allora (T (Bx)) # 0. Dunque esiste un aperto A C Y t.c. 0 # A c T(By) e quindi

0eA-A CT(Bx)—T(Bx)

ossia T(Bx) — T(Bx) ¢ un intorno di 0 € Y. Inoltre vale

T(Bx) -T(Bx) c T(Bx — Bx) =2T(Bx)

(nell’ultima uguaglianza abbiamo usato la convessita di By ed il fatto che 7'(x —x") = 2T(27 ' (x —
x"))) allora 2T (Bx) € un intorno di 0 € Y e quindi anche T(Bx) lo ¢.
Passo 2: Usando la completezza di X dimostriamo che T(Bx) é un intorno di 0 € Y.
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Siccome abbiamo provato che T'(Bx) € un intorno di 0 € Y allora lo ¢ anche %T(B x) €, ricor-
dando che in un qualsiasi SVT la chiusura di un sottoinsieme S ¢ S = MNyex (S + V) con % una
qualsiasi base locale di intorni, si ha che

_ l—
T(Bx) c T(Bx) + ET(BX)' (6.2)
Dimostriamo che ¢T(Bx) C T(Bx) per un qualche ¢ € (0, 1), che prova che T(Bx) € un intorno

di 0 € Y. Per farlo proviamo prima che T(Bx) C 2T (Bx) che implica %T(Bx) c T(By) e fatto
questo si ha allora che ad esempio %T(BX) c T(Bx), infatti

%T(BX) c %T(EX) =T (%EX) c T(Bx).

Proviamo allora che T(Byx) C 2T(§X). Sia yg € T(Bx), per I’eq. (6.2) esistono xg € Bx e y; €
T(Bx) t.c. yo = Txg + %yl. Iterando il ragionamento si ottiene una successione (yx)ren € T(Bx)
ed una successione (xg)ren C Bx t.c. yr = Txg + %yk_'_l Vk € N. Quindi

n
Yo = Z 27%Tx 427" Yy, VneN
k=0

e per linearita

yo=T (Z 2_kxk) +27" My
k=0

ma ||lxi]lx < 1 Vk € N, dunque la serie Y xen 27 ¥xx & normalmente convergente in X, dunque per
completezza converge ad un qualche x € X con

Ixllx < > 275 =2

keN
ossia x € 2By. Inoltre (Y& )ken € limitata perché y, € T(Bx) Vk € N dunque

Iyelly < ITllop < +00

di conseguenza 2 %=y, — 0 € Y. Quindi, per continuita diT, si ha T ( n 2—kxk)+2—"—1 Vil —
Tx. Dunque in conclusione possiamo scrivere

yo =Tx € T(2Bx) = 2T (Bx)
da cui segue T(Bx) C 2T (Bx), che & quanto volevamo provare. O

Corollario 6.3.2: Siano (X, ||.||x), (Y, ||.|ly) spazi di Banach e T € 1.(X,Y) bigettiva. AlloraT é
un omeomorfismo lineare.

Corollario 6.3.3: Se (X, ||.||1) é uno spazio di Banach e ||.||2 é un’altra norma completa su X che
é piul fine di ||.||1, allora le ||.||1 e ||.||2 sono equivalenti.

Teorema 6.3.4 (del grafico chiuso): Siano (X, ||.||x), (Y, ||.|ly) spazi di Banach e T : X — Y
lineare. Allora T ¢é continua se e solo se graph(T) = {(x,Tx) € X XY | x € X} é chiuso in X XY.
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Dimostrazione. Se T ¢ continua allora anche la funzione lineare ¥y : X XY — Y t.c. Yr(x,y) =
y — Tx & continua e graph(7) = Ker(W7) ¢ quindi chiuso.

Viceversa supponiamo che graph(T') sia chiuso. Siano px : graph(T) — X e py : graph(T) —
Y le proiezioni sulle due componenti, queste sono continue e px ¢ bigettiva. Siccome graph(T) ¢
chiuso in X X Y che ¢ completo, dunque graph(T) stesso € completo e, per il Corollario 6.3.2, px
¢ un omeomorfismo lineare. Quindi 7 = py o p;(l ¢ continua. O

Proposizione 6.3.5: Siano (X, ||.llx), (Y, ||.|ly) spazi di Banach e T : X — Y lineare. AlloraT é
continuo ||.||x = ||.||y se e solo se é continuo o (X, X*) — o(Y,Y*).

Dimostrazione. Supponiamo che T sia continuo ||.||x — ||.|ly. Per la proprieta universale delle
topologie iniziali T € continua o (X, X*) — o(Y,Y") see solo se Vf € Y* ¢ continua f o T :
(X,0(X,X")) > K. Ma foT: (X,]|.llx) = K ¢&continua Vf € Y* e quindi & continua anche
foT:(X,o(X,X")) — K peril Teorema 5.1.13.

Viceversa supponiamo che T sia continuo o (X, X*) — o (Y, Y"). Dimostriamo che il graph(T)
¢ chiuso in X X Y. Prendiamo W7 : X XY — Y tc. Wr(x,y) = y — Tx, mettendo su X XY la
topologia prodotto o (X, X*) ® o (Y, Y™*) si ha Wr continua e quindi graph(7T’) = Ker(¥r) € chiuso
nella topologia o (X, X*)®c (Y, Y*). Mao (X, X*)®c (Y, Y") & meno fine della topologia prodotto
metrica su X XY, dunque graph(7T) & chiuso anche in quest’ultima. La tesi segue dal Teorema 6.3.4
del grafico chiuso. O

Definizione 6.3.6: Sia X uno SVT e Fi, F, € X due suoi sottospazi. Se la mappa F; X F» 3
(x1,x2) — x1 +x2 € X & un omeomorfismo allora F ed F, sono detti in somma diretta topologica
e siindica X = F; & F>. Diremo in questo caso che F» & un addendo diretto di F;.

Proposizione 6.3.7: Sia (X, ||.||) uno spazio di Banach, Fi, F, C X sottospazi lineari in somma
diretta algebrica, cioé X = F| @414 F>, che equivale a dire che F1 X F> 3 (x1,x2) = x1 +x2 € X
é bigettiva. Allora la decomposizione é una somma diretta topologica, cioé F| X F» 3 (x1,x3)
X1 +x2 € X é un omeomorfismo, se e solo se Fy ed F, sono chiusi in X.

Dimostrazione. Se F ed F, sono chiusi allora sono completi, quindi anche F; X F, con ’usuale
topologia prodotto ¢ completo e quindi F; X F> 3 (x1,x2) — x| +x € X ¢ un omeomorfismo per
il Corollario 6.3.2.

Viceversa sappiamo che p; : F| X F, — Fj proiezione ¢ continua, allora Ker(p;) = {0} X F;
¢ chiuso in F; X F, ed analogamente se p; : F| X F, — F, anche Ker(p;) = F; X {0} € chiuso
in F| X Fp, ma F; X F> 3 (x1,x2) — x| +x2 € X ¢ un omeomorfismo, dunque le sue restrizioni a
{0} X F, e F; x {0} costituiscono due omeomorfismi tra questi due spazi e F> o F} a seconda del
caso. Si ha quindi la tesi. O

Osservazione 6.3.8: In generale un sottospazio lineare chiuso di uno spazio di Banach pud non
avere un addendo diretto.

Corollario 6.3.9: Sia H uno spazio di Hilbert ed F C H un suo sottospazio lineare chiuso, allora
H=Fe&F".
In particolare in uno spazio di Hilbert ogni sottospazio lineare chiuso ammette un addendo diretto.

Dimostrazione. Segue dai Teoremi 2.2.11 e 2.3.8 e dalla Proposizione 6.3.7. O
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Teorema 6.3.10 (di Lindenstrauss-Tzafiri): Se (X, ||.||) é uno spazio di Banach t.c. VF C X
sottospazio lineare chiuso AF’ C X sottospazio lineare chiuso t.c. X = F & F’, allora X ammette
una norma hilbertiana equivalente, ossia ammette una norma equivalente che é indotta da un
prodotto scalare se K = R o hermitiano se K = C su X.

Dimostrazione. Non trattata. O
Proposizione 6.3.11: Siano (X, ||.|lx), (Y, ||.|ly) spazi di Banach. Per T € L(X,Y) sono equiva-
lenti

(1) T é un inversa destra;

(2) T é iniettivo e Ran(T) ¢ un addendo diretto topologico.
e per S € L(Y, X) sono equivalenti

(1) S é un inversa sinistra;

(2) S é surgettiva e Ker(S) é addendo diretto topologico.

Dimostrazione. Supponiamo T inversa destra e § inversa sinistra, wlog assumiamo che lo siano
I’uno dell’altra, cioe ST = Idx. Allora S ¢ surgettiva e T & iniettiva. Inoltre P=7S:Y — Y ¢ un
proiettore lineare continuo, infatti

P*=T(ST)S=TS="P

esey € Yvaley = Py+(I-P)y,dunque Y = Ran(P)@®Ker(P). MaRan(P) = Ran(7'S) = Ran(T)
(S surgettiva), mentre Ker(P) = Ker(7'S) = Ker(S) (7 iniettiva), dunque ¥ = Ran(7T) & Ker(S).
Quindi (1) = (2).

Viceversa sia T € L(X,Y) iniettivo con Ran(T) @ F> = Y e sia p; : Y — Ran(T) la pro-
iezione sulla prima componente. Allora 7 : X — Ran(T) ¢ invertibile con inversa continua per
il Corollario 6.3.2 (Ran(7) ¢ chiuso in Y completo, allora & anch’esso completo) e posso quin-
di definire S = 77! o p; : Y — X che verifica ST = Idy. Sia invece adesso S € L(Y,X)
surgettivo con F; @ Ker(S) = Y esiai; : F; < Y linclusione, allora S|, : Fi — X ¢ inietti-
vo (ho tolto Ker(S)), quindi & invertibile con inversa continua per il Corollario 6.3.2 e definendo
T=ij0(SF)"': X - YsihaST = Idx. O

6.4 Surgettivita di Operatori Lineari, Pre-annullatore e Teorema dell’Immagine
Chiusa

Nel seguito di questa sezione tutti gli spazi vettoriali saranno sulK =R o C.

Lemma 6.4.1 (di iterazione): Siano (X, ||.||x), (Y, ||.|ly) spazi di Banach, L € L(X,Y), U CY
limitato et € (0,1). SeU ¢ L(Bx)+tU allora (1-t)U c L(Bx). In particolare se U é assorbente
allora L é surgettiva. E se U é intorno di 0 € Y allora L é surgettiva e aperta.

Dimostrazione. Sia uq € U, allora esistono xo € Bx e u; € U t.c.
uy = Lxg + tuq

iterando si ottiene

k=0

n
ug=1L (Z thk) + tn+1un+1
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con gli x; € Bx Vk=1,...ncup €U per ogni n € N,. Ma essendo U limitatoe ¢ € (0, 1) vale
My, —>0eY per n — +oo, mentre

1

Do lifxlix < > = —

ken ken 1—1

ossia X xen t¥x) converge normalmente ed X & completo, quindi esiste un £ € X t.c.
Z *x x =X
keN

e ||X|| < ﬁ, dunque

1 —
uo =L (Z thk) =Ltel (:Bx)

neN

ossiaU C L (ﬁﬁx), da cui segue la prima parte dell’enunciato.
Vediamo adesso la surgettivita nel caso di U assorbente. Siay € Y, allora esiste un n € N t.c.
y € nU, manU C nL (IL_IEX) =L (]—'_’ZEX) c Ran(L), da cui la tesi per I’arbitrarieta di y € Y.
Per I’ultima parte basta notare che un intorno di 0 in uno SVT ¢ automaticamente assorbente,

da cui segue la surgettivita per quanto provato precedentemente. Inoltre vale U C L (ﬁﬁx) -

L(nBx), cioé n~'U c L(Bx) con n € N abbastanza grande, che conclude la dimostrazione. O

I seguenti importanti teoremi sono entrambi proprieta di surgettivita.

Teorema 6.4.2 (di estensione di Tietze): Siano (M, d) spazio metrico, (E, ||.||) spazio di Banach,
A C M chiuso ed f : A — E continua e limitata. Allora esiste f : M — E continua che estende

fecon||fllonm = Iflleo,a-

Dimostrazione. Consideriamo I’operatore di restrizione
pa:Cp(M,E) — Cp(A,E)

tc. pa(f) = fia Vf € Cp(M, E). Vogliamo provare che ¢ surgettivo. Proviamo le ipotesi del
Lemma 6.4.1 di iterazione per concludere la surgettivita di p4, in particolare data f € Cp(A, E)
con || flleo,a < 1 troveremo una g € Cp(M, E) con ||gllo,pr < 1 etc. ||f = galloo,a < %, ossia si
prova che

_ _ 1—
Bc,aE) C pa (BC;,(M,E)) + EBC;,(A,E)-

Sia allora f € Cp(A, E) con || f]lco,a < 1, perognia € A U, C A intorno aperto di a in A t.c.

/(@ = FOlle < 5 V€ s,

Sia Up = A€ aperto, allora {U; };e au{a} € un ricoprimento aperto di M di cui posso prenderne una
partizione dell’unita subordinata {¢; };cau{a}. Definiamo

g) = > 9a(x)f(a)
acA

allorag : M — E ¢ continuae vale ||g||co.pr < || fllco,a < 1. Infine perognib € A,se I = AU{A},
definendo formalmente f(A) = 0, vale

g(b) = f(b) = 27 wa(b)f(a) = f(b) 2" ¢a(b) = 3 ¢a(b)(f(a) = f(b))

acl acl acl
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e quindi

Ig(B)=f (D)l < D7 eaB)If(@)=f(B)llE = >0 a)f(@-fb)lE < %Z pa(b) = %

acl acl acl
besupp(¢a)CUq

da cui segue || f — gjallco,a < % O

Teorema 6.4.3 (di sollevamento lineare): Siano (E,||.|g), (F,||.||F) spazi di Banach, (M, d)
spazio metrico, T € L(E, F) surgettivo e f : M — F continua. Allora esiste f : M — E t.c.

Tof=Ff.
Dimostrazione. Consideriamo I’operatore di composizione
T, : Cb(M,E) - Cb(M,F)

tc. T.(g) = Tog Vg € Cp(M,E). Vogliamo provare che ¢ surgettivo. Proviamo le ipotesi
del Lemma 6.4.1 di iterazione per concludere la surgettivita di 7. Per il Teorema 6.3.1 della
mappa aperta T & aperto e quindi esiste un R > 0 t.c. T(RBg) = RT(Bg) D Br. Dimostreremo
che presa f € Cp(M,F) con || fllco.ms < 1 esisteuna g € Cp(M,E) con ||g|lco.s < R e tc.
|f =T o glleo,ps < 3, Ossia si prova che

_ _ 1—
Bc,m,F) CT(RBc,(Mm,E)) + EBC;,(M,F)-

Prendiamo quindi f € Cp,(M,F) con ||f|lc.ssr < 1. Abbiamo T(RBg) D Bp, allora Va €
M g, € Etc. Tgy = f(a) con ||galle £ R||f(a)||F ed inoltre YVa € M 33U, C M intorno
aperto di a t.c.

1
ITga = F@lF < 5 Vi € U

Prendiamo una partizione dell’unita {¢, }4<as subordinata al ricoprimento aperto di M {U,}uem -
Definiamo

g(x) = > a(x)ga

aeM

allorag : M — E eVx € M vale ||g(x)||g < R||fllco.ms = R, dunque ||g||co,ss < R. Infine in modo
molto simile al teorema precedente si dimostra anche che

ITog = fllom <

| =

O

Definizione 6.4.4: Siano (E, ||.||g), (F,||.||r) spazi normati, un operatore L € L(E, F) & detto
fortemente iniettivo se vale
ILx||F > Kllx||[g Vx € E

per un qualche K > 0.

Proposizione 6.4.5: Siano (E, ||.||g), (F, ||.||r) spazi di Banach ed L € L(E,F). Allora sono
equivalenti:

(1) L é fortemente iniettivo;
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(2) L é iniettivo e Ran(L) é chiusa.

Dimostrazione. Se vale (1) allora L : E — Ran(L) ¢ iniettiva ed & omeomorfismo lineare in
quanto I’inversa ¢ continua per la condizione di forte iniettivita. Ma E ¢ completo, dunque anche
Ran(L) ¢ completo (L & un omeomorfismo lineare tra £ e Ran(L)) e quindi & in particolare chiuso.
Viceversa se vale (2) vale che L : E — Ran(L) ¢ omeomorfismo lineare sempre per il Corollario
6.3.2, da cui segue quanto voluto con K = ||[L~! ||5pl. o

Lemma 6.4.6: Siano (X, |.||x), (Y, ||.lly) spazi di Banach, T € L(X,Y) e T* € L(Y*, X") il suo
operatore aggiunto. Se T* é fortemente iniettivo allora T é surgettivo.

Dimostrazione. Possiamo supporre senza perdita di generalita K = 1. Siat € (0, 1), dico che
By C T(Bx) +tBy da cui segue la surgettivita grazie al Lemma 6.4.1 di iterazione.

Supponiamo per assurdo che esistaun yo € By t.c. yo ¢ T (Bx)+tBy. Notiamo che T'(Bx)+tBy
¢ convesso aperto perché ¢ somma di convessi di cui il secondo aperto, quindi posso utilizzare il
Teorema 4.3.3 di Hahn-Banach prima forma geometrica (il singleton {y(} & banalmente convesso)
per dire che Jy; € Y™ t.c.

(v Tx = 1y) < (¥, yo) Vx € Bx Vy € By
in paticolare vale per y = yq che ci fa ottenere
(1= 1){y5, Yoy > (¥p, Tx) = (T"y;, x) Vx € Bx
e prendendo il sup, g si ottiene

IT"yollx+ < (1 =1){yg.y0) < (1 =Dllyglly+ < llyplly:

N

ossia ||[T*|[op < 1 che ¢ un assurdo, in quanto 7™ ¢ fortemente iniettivo con K = 1, dunque deve
essere ||T%[|op > 1. i

Fissiamo (X, ||.||) uno spazio di Banach su K = R o C. Per A C X sottospazio lineare abbiamo
definito il suo annullatore

At ={feX"|{(f,x)=0 Vx € A} c X*

che & w*-chiuso. Possiamo definire un concetto ’duale” all’annullatore.

Definizione 6.4.7: Sia B C X™ sottospazio lineare, definiamo il suo pre-annullatore
B, ={xeX|{f,x)=0VfeB} cCcX.

Osservazione 6.4.8: Se B C X* sottospazio lineare, il suo pre-annullatore B, ¢ chiuso nella
topologia debole di X e vale
B, =0 '(BHnXx

in cui ® : X — X** ¢ 'usuale inclusione per valutazioni.
Osservazione 6.4.9: Vale B c A < A cB, < (b,a)=0VYaec A Vb e B. In

particolare A C A+, e quindi anche A C A+, in quanto in uno spazio di Banach vale convesso e
chiuso se e solo se convesso e w-chiuso (Proposizione 5.2.19).
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Proposizione 6.4.10: Sia A C X sottospazio lineare. Allora A = A* .

Dimostrazione. Abbiamo detto nell’ Osservazione precedente che vale il contenimento A C A* .
Se invece x ¢ A per il Corollario 4.3.6 esiste un f € X* t.c. (f,x) #0e fja =0, ossiat.c. f € A+
e (f,x) # 0, ciog x ¢ A+, dunque si ha anche I’altra inclusione. O

Proposizione 6.4.11: Sia B C X" sottospazio lineare. Allora B =B Lt

Dimostrazione. Osserviamo che B+ & w*-chiuso, dunque da B C B, * segue B c B,t. Se
f ¢ B"", per il Corollario 4.3.6 esiste ¢ : X* — K lineare e w*-continuo t.c. (¢, f) # Oe
¢ = 0, allora ¢ € B, e (¢, f) # 0, cioe f ¢ B,*, dunque si ha anche I’altra inclusione. O

Lemma 6.4.12: Siano (X, ||.||x), (Y, |l-|ly) spazi di Banach e T € L(X,Y). Allora vale
(1) Ker(T) = Ran(T™*),,
(2) Ker(T*) = Ran(T)*.

Dimostrazione. Dimostriamo (1). Si ha x € Ker(7T') se e solo se Tx = 0 e per il Corollario 4.1.6
questo equivale a (f,Tx) =0 Vf € X*, ma questo vale se e solo se (T*f,x) =0 Vf € X*, ossia
se e solo se x € Ran(7T™),.

Per (2) & totalmente analogo in quanto f € Ker(7*) se e solo se T*f = 0 e questo equivale a
(T*f,x) =0 Vx € X, ossiase e solose (f,Tx) =0 Vx € X, cioe seesolose f € Ran(T)*. O

Corollario 6.4.13: Siano (X, ||.llx), (Y, ||.|ly) spazi di Banach e T € L(X,Y). Allora vale
(1) Ker(T)* = Ran(T") " ;
(2) Ker(T*), = Ran(7).
Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 6.4.11 possiamo scrivere
Ran(T*)" = Ran(T*),* = Ker(T)*

e grazie alla Proposizione 6.4.10 possiamo scrivere

Ran(7) = Ran(T)*, = Ker(T"),

Proposizione 6.4.14: Siano (X, ||.|lx), (Y, ||.|ly) spazi di Banach e T € L(X,Y). Allora vale
(1) T é iniettivo < T* ha immagine w*-densa;
(2) T* ¢ iniettivo <= T ha immagine densa <= T ha immagine w-densa.

Dimostrazione. Segue dal Corollario precedente e I’ultima equivalenza di (2) segue dalla Propo-
sizione 5.2.19. O

Teorema 6.4.15 (dell’immagine chiusa): Siano (X, ||.||x), (Y, ||.lly) spazidi BanacheT € L(X,Y).
Allora sono equivalenti

(1) Ran(T) é chiusa;
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(2) Ran(T) é w-chiusa;
(3) Ran(T) = Ker(T*), ;
(4) Ran(T*) é chiusa;
(5) Ran(T*) é w*-chiusa;
(6) Ran(T*) = Ker(T)".

Dimostrazione. (1) < (2) Segue dalla Proposizione 5.2.19.

(2) < (3) Abbiamo dimostrato nel Corollario precedente che Ker(7*), = Ran(7T). Dunque
se vale (2) allora vale (1) (provato prima) e quindi segue (3). Se vale (3) allora Ran(7T) = Ran(T),
dunque si ottiene (1) che equivale a (2).

(5) = (4). Segue dal fatto che la topologia debole* ¢ meno fine di quella forte. .

(5) & (6). Abbiamo dimostrato nel Corollario precedente che Ker(T)* = Ran(T*)W*, dun-
que se vale (5) allora Ran(T*)W* = Ran(T™) e si ha (6). Se invece vale (6) si ottiene Ran(T*)W* =
Ker(T)* = Ran(T*), ciog (5).

(4) = (1) Sia Ran(7T*) chiuso. Sia Z = Ran(T). L'operatore T si fattorizza con j, inclusione
diZinY,comeT =joS

S J
X—7Z—>Y
e da questo si dedue una fattorizzazione anche per 7% = §* o j*

j* * s* *
V' — 7" — X*.

Ora S ha immagine densa in quanto Ran(S) = Ran(7) e quindi Ran(S) = Ran(T) = Z. Di
conseguenza, grazie alla Proposizione precedente si ottiene che S* & iniettivo. Inoltre per il Teorema
4.1.1 di Hahn-Banach vale che j* & surgettivo (j* & la mappa di restrizione a Z), quindi Ran(S*) =
Ran(T™) che ¢ chiusa per ipotesi. Dunque S* ¢ iniettiva con Ran(S*) chiuso, quindi S* ¢ fortemente
iniettiva e grazie al Lemma 6.4.6 si ottiene la surgettivita di S da cui segue

Z = Ran(T) = Ran(S) = Ran(T)

che implica (1).

(1) = (6) Supponiamo valga (1), vogliamo provare che Ran(7T*) = Ker(T)*. Osserviamo che
vale sempre Ran(7*) c Ker(T)*. Sia x* € Ker(T)*+ c X*, allora Ker(x*) D Ker(T) = Ker(r)
conrn : X — X/Ker(T) la proiezione al quoziente. Dunque x™ si fattorizza con 7 come x* = ¥* ox

X 25 X/Ker(T) -5 K.

Consideriamo il trasporto al quoziente 7 : X /Ker(T) — Y di T, essendo Ran(7’) = Ran(T) chiuso,
per il Corollario 6.3.2, T : X/Ker(T) — Ran(T) & invertibile con inversa continua. Di conseguenza
x*oT~!: Ran(T) — K ¢&lineare e continua e si estende quindi per il Corollario 4.1.2 (o il Corollario
4.13)adun y* € Y*. Maallora¥* = y*oT e quindi x* =¥ omr = y*oT o = y* o T = T*y*, cio¢
x* € Ran(T*). Quindi Ker(T)* c Ran(T*). i

A questo punto ¢ possibile completare il criterio di surgettivitd via aggiunto avviato con il
Lemma 6.4.6.

Proposizione 6.4.16 (Criterio di surgettivita via aggiunto): Siano (X, ||.||x), (Y, ||.|ly) spazi di
Banach e T € L(X,Y). Allora sono equivalenti
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(1) T é surgettivo;
(2) T* é fortemente iniettivo;
(3) T* ¢ iniettivo e Ran(T™) é chiusa.

Dimostrazione. Nella Proposizione 6.4.5 abbiamo dimostrato I’equivalenza tra (2) e (3). Vediamo
adesso I’equivalenza tra (3) e (1). Grazie al Corollario 6.4.13 ed al Teorema 6.4.15 dell’immagine
chiusa segue

T* iniettivo < Ran(T) densa

Ran(7T*) chiusa <= Ran(T) chiusa

e gli ultimi due fatti insieme equivalgono a dire Ran(7") =Y. O

Proposizione 6.4.17 (Criterio di surgettivita per I’aggiunto): Siano (X, ||.||x), (Y, ||.|ly) spazi
di Banach, T € L(X,Y) e T* € L(Y*, X*) il suo operatore aggiunto. Allora sono equivalenti

(1) T* é surgettivo,
(2) T é fortemente iniettivo;
(3) T é iniettivo e Ran(T) é chiusa.

Dimostrazione. Nella Proposizione 6.4.5 abbiamo dimostrato I’equivalenza tra (2) e (3). Vediamo
adesso I’equivalenza tra (3) e (1). Grazie al Corollario 6.4.13 ed al Teorema 6.4.15 dell’immagine
chiusa segue

T iniettivo < Ran(T") w*-densa

Ran(T) chiusa <= Ran(T") w*-chiusa

e gli ultimi due fatti insieme equivalgono a dire Ran(7*) = X*. O
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Topologia per I’Analisi Funzionale, seconda parte

7.1 Riflessivita e Uniforme Convessita

In tutto il resto della sezione, dato uno spazio normato (E, ||.||), denoteremo con
O :E— E™

la sua immersione canonica per valutazioni nel biduale.

Definizione 7.1.1: Uno spazio normato (X, ||.||) € riflessivo se la sua immersione canonica nel
biduale ®x ¢ surgettiva (e quindi bigettiva).

Teorema 7.1.2: Ogni spazio di Hilbert reale o complesso é riflessivo.

Dimostrazione. Sia H spazio di Hilbert (reale o complesso) con prodotto (. - .). Per il Teorema
2.4.2 di Rappresentazione di Riesz c¢’¢ un’isometria tra H ed H* che associa ad ogni f € H* un
vettore xy € H t.c. (f,x) = (x-xy) Vx € H. Dunque possiamo canonicamente dotare H* di una
sua struttura di spazio di Hilbert definendovi il prodotto

(f-8)«=(xp-xq) Vf,g € H".

Di conseguenza anche per H* ed H* si applica il Teorema 2.4.2 di rappresentazione di Riesz.
Abbiamo quindi due isometrie
Ji:H— H*
Jo: H — H™
t.c. perognix € Hedogni g € H*
J1(x),vy=(v-x) VweH a1
(2(f).8) = (g /)= (xg - xp) =(f.xg) Vg € H

quindi
((J20Jd1)(x), f) = (i(x),xp) = (x-xp) =(f,x) Vf€eH VxeH

ossia effettivamente J, o J; = @y, da cui segue quanto voluto perché J; e J, sono entrambe
bigettive. O
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Fissiamo adesso (X, ||.||) uno spazio di Banach su K =R o C.

Teorema 7.1.3: Lo spazio di Banach (X, ||.||) é riflessivo se e solo se lo é il suo spazio duale
(X% 01

x*)-
Dimostrazione. Si ha la seguente catena

@ * @ *

Se ®@x ¢ surgettivo allora ¢ omeomorfismo lineare (Corollario 6.3.2 del Teorema della mappa aper-
ta) e quindi lo € anche (®x)* (Corollario 4.2.6). Ma allora essendo (®x)* o ®x» = Idx- (verifica
non difficile) si ha che anche ®x- ¢ omeomorfismo lineare e quindi, in particolare, surgettivo. Vi-
ceversa se @y« ¢ surgettiva allora ¢ omeomorfismo lineare (Corollario 6.3.2) e quindi lo ¢ anche
(dx)* (sempre perché (Ox)* o dx+ = Idx-). Ma allora (®x)* ¢ iniettiva e con immagine chiusa,
dunque per il criterio di surgettivita via aggiunto, Proposizione 6.4.16, ®x ¢ surgettivo e quindi
omeomorifsmo lineare (Corollario 6.3.2). O

Teorema 7.1.4 (di Kakutani): Lo spazio di Banach (X, ||.]|) é riflessivo se e solo se Bx é w-
compatta.

Dimostrazione. Teniamo a mente I’Osservazione 5.2.7.

Supponiamo X riflessivo, allora (DX(EX) = By (®x ¢ isometria nel caso riflessivo). Ma per
il Teorema 5.3.4 di Banach-Alaoglu la palla Bx- & compatta nello spazio (X**, o-(X**, X*)), ma
®yx & un omeomorfismo linere tra (X, o (X, X*)) e (X**, o (X™, X*)), dunque Bx = <I>;(1 (Bx-) &
w-compatta.

Viceversa supponiamo By & w-compatta in X. Osserviamo che la mappa

Dy : (XvO-(X’ X*)) - (q)X(X)vo-(X**vX*)|®X(X)) c (X**’O-(X**’X*))

& omeomorfismo lineare. Ma allora per continuita si ha che ®x(Bx) & w*-compatta in X** ed
in particolare ¢ w*-chiusa in X™* (la topologia debole* ¢ T2). Per il Teorema 5.3.5 di Goldstine
(% (EX) & w*-densa in By, dunque deve essere @y (Ex) = Bx~. Da questo, grazie alla linearita
di @y, si ottiene facilmente che ®@x & surgettiva. O

Definizione 7.1.5: Una norma ||.|| su Y spazio vettoriale & uniformemente convessa se

- x+
Ve >0 36 >0 tc. Vx,y € By ”TyH >1-6 = |x—y|| <e
Esempio 7.1.6: Per p € (1,+0c0) le ||.||, su R" sono uniformemente convesse.

Teorema 7.1.7 (di Milman-Pettis): Se la norma ||.|| é uniformemente convessa, allora lo spazio
di Banach (X, ||.||) é riflessivo.

Dimostrazione. (di Kakutani) Sian € X** unitario; vogliamo vedere che 7 € ®x(X). OraVk € N,
sia 0 un numero relativo a ¢ = k~! dato dalla Definizione 7.1.5 con §; — 0, senza perdita di
generalita possiamo prenderli t.c. 5x € (0,1) Vk € N,. Possiamo trovare { fx }xen, C X t.C.

X*zl

{||fk|
m, fxy > 1 -0k
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inoltre prendiamo fj arbitraria in X* e definiamo formalmente §y = +oo. Per il Teorema 5.3.5 di
Goldstine per ogni n € N, ¢ non vuota la seguente intersezione

®x(Bx) N {6 € Bx | (0 —n, fi) <n”' e (6, fi) > 1 -6 Vk=1,...,n}

(intorno di 7 in Bx+ nella topologia o (X**, X™) By ). Dunque vi & una successione (x,),en, C By
t.c.

_ -1
{|<fk,xn> afl<n o men.

(fesXn) > 1 =06k
Allora per ogni p,q € N, p < ¢, vale

”)Cp +Xq Xp +Xq

TH z <fp’ 2 > - %«fp’xP) +{(fp,xq)) > 1 =0,

Quindi per la proprieta dei 6 vale [|x, —x4|| < %. Ma allora la successione (x,),en, € di Cauchy

e converge a un elemento X € Bx che verifica

(fe, %y =, fi) Vk € N.

In particolare la X trovata verifica
(fo, %) = (1. fo)

ma fy € X* era arbitrario, dunque 7 = evz € ®x(X). O

Concludiamo con un’importante proprieta degli spazi di Banach con norma uniformemente
convessa.

Teorema 7.1.8 (di Radon-Riesz): Se la norma ||.|| é uniformemente convessa, allora per ogni
successione (x,)nen C X ed x € X sono equivalenti:

(1) x, = x per n — +0o;
(2) xp = x e |lxaull = [Ix|| per n — +oo.

Dimostrazione. Ovviamente (1) implica (2). Dimostriamo 1’implicazione opposta. Se x = 0 la
conclusione & ovvia, supponiamo quindi x # 0. Grazie alle ipotesi si ha

-1 -1
max (|lxnl, [l ™ %, — [lx]I ™ x

quindi chiamando y,, = max(||x,||, [|Ix]|) ~'x, ed y = ||x||~'x si ha anche

Ynty
2 y

e grazie alla Proposizione 5.2.17 si ottiene

1 < liminf

n—+00

||yn+y

2
. + . RN
di conseguenza Hy o) Y H — 1 e per uniforme convessita ||y, — y|| — 0, ma allora anche

H [Ral

_—_—mm n -
max(|[x,l, l|x]))

B

XH = lIxlllyn =yl =0

+ ‘

dunque
llx]]

max (|l ], [lx[])

llx]]

S — 0.
max (|[x, ], [lx[])

I = x| < ||xn Xp —X
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7.2 Separabilita di Spazi di Banach

Sara ancora (X, ||.||) uno spazio di Banach su K = R o C. Inoltre dato S un insieme denoteremo
ancora le parti finte di S con % ¢(S).

Lemma 7.2.1: Sia {x,},en C X allora sono equivalenti:
(1) se f € X*étc. (f,x,)=0perognin e N allora necessariamente f =0 € X*;
(2) span({x;}nen) € denso in X.

Dimostrazione. Sia Y = span({x,},en) allora (1) equivale a dire Y+ = {0}, dunque dobbiamo
dimostrare
Y+ ={0} < YeédensoinX.

Se Y+ = {0} alloraY = Y - = X (Proposizione 6.4.10). Viceversa se Y & denso in X allora
ovviamente Y+ = {0}. i

Teorema 7.2.2: Valgono le seguenti condizioni:
(1) (X% |I.llx*) separabile = (X, ||.||) separabile;
(2) (X, |I.l) é separabile <= (Bx-, (TW*)|§X*) ¢é metrizzabile,
(3) (X*|.lx-) é separabile <= (Bx, (TW)|§X) é metrizzabile.

Dimostrazione. (1) Se (X*,||.||x+) ¢ separabile, allora esiste { f; }nen € X* tale che { fi; tnen =
X*. Per ogni n € N'sia x,, € X tale che

{|<fn,xn>| > L fullxe

llenll =1

Dimostriamo che span({x, }nen) = X utilizzando il Lemma 7.2.1. Sia f € X" t.c. {f,x,) =
0 per ognin € Nesia (fy,;),en una successione t.c. || f,; — fllx+ — 0 (esiste perché { f, }nen
¢ denso in X*). Allora

%Ilfnjllx* < s X)) < Ky = x|+ 15 X))
= [{fn; = Foxn ) < W fn; = flix = 0(1) per j — +oo
dunque f =0 € X*.
(2) Che X separabile implichi (Bx, (TW*)lgx*) metrizzabile, si & gia visto (Proposizione 5.2.18).

Dimostriamo il viceversa. Supponiamo (EX*, (TW*)|§X*) metrizzabile. Sia (F;),en C Pr(X)
t.c.
2F, Cc F,;; VneN

etc. {F, NBx: }nen sia un sistema fondamentale di intorni dell’origine dello spazio (Bx-, (Tw*)lgx*)

(tali {Fy}nen esistono per la metrizzabilita dell’ipotesi, infatti basta prendere il sistema
fondamentale di intorni delle palle {B(0,27")},eny © P(Bx-) nella metrica che topolo-
gizza (Bx-, (Tw*)|§x*) ed essendo 7,,+ la topologia polare associata a & ¢(X) e per questo
{F°}Fe»,(x) forma una base locale di intorni dell’origine di X*, di conseguenza si ha per
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ogni n € N I’esistenza di un F,, € P¢(X) tc. F; N Bx- C B(0,27"), allora {Fotnen € a
sua volta un sistema fondamentale di intorni di 0 € X* e, a meno di aggiungere 2F, a Fj,;1,
possiamo supporre 2F, C F,.1, infatti aggiungendo punti il polare si rimpicciolisce soltanto
e questo non crea problemi).

Consideriamo

Y = span (U F,,)

neN

ed osserviamo che & un sottospazio lineare separabile di X (U,,en Fy, € numerabile), vediamo
che & denso in X. Essendo {F,, N Bx-},en un sistema fondamentale di intorni dell’origine
abbiamo

N EX*

{0} = ((FinBx)=|(F,

neN | neN

= Fn

| neN

o

N Ex*

o]

= |[co N EX*

Jr

neN

U

| neN
=Y°NBx- =Y N Bx- = {0}

o

= [span N Bx-

e quindi Y+ = {0} (Y'* & un sottospazio lineare), ma allora Y = Y+, = X (Proposizione
6.4.10) (osserviamo che per il passagio dalla terza riga alla quarta nell’ultima equazione
abbiamo usato il fatto F,, ¢ 27'F,,,; Vn € N).

(3) Se X* & separabile, By & metrizzabile con la topologia indotta da o-(X**, X*) (per il punto
(2)). Per I’Osservazione 5.2.7, la topologia debole o (X, X*) su X ¢ in corrispondenza con
quellaindottada o (X**, X*) su ®x(X). Ma @X(EX) = Bx+ N®x (X) (Py ¢ isometria con le
norme), dunque ®x (Bx) & metrizzabile e quindi lo & anche By (in quanto per I’ Osservazione
5.2.7 ®x & un omeomorfismo tra questi due spazi).

Viceversa supponiamo (By, (TW)|EX) metrizzabile. Consideriamo (F,),en C P r(X¥) t.c.
{Fyndx (Bx) }nen sia un sistema fondamentale di intorni dell’origine dello spazio (®x(Bx), o (X**, X*) |y (By)

(ricordiamo che la topologia debole* su X** ¢ la topologia polare associata alla famiglia
d = Pp(X") e per questo {F°} Fe»,(x+) forma una base locale di intorni dell’origine di

X**). Prendiamo

cX*

U

neN

Z = span

e notiamo che Z ¢ chiuso (nella topologia della norma di X*) e separabile (U, cn F,, € nume-
rabile). Vogliamo provare che Z = X*, da cui seguirebbe la tesi. Supponiamo per assurdo
che esista g € X* \ Z, allora per la Proposizione 4.1.7 esiste una ¢ € X** t.c.

X**zl

4]
Ker(¢) D Z

(¢, g) = dist(g, Z)
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inoltre senza perdere di generalita possiamo supporre dist(g,Z) = 1 (in quanto Z € un
sottospazio lineare di X*). Osserviamo che Ker(¢) D Z <= ¢ € Z*. Siccome

— 1
V= {X € Bx | [{(g,x}| < 5}
& un intorno di 0 € X in (By, (Tw)|§X), vi € necessariamente un n € N t.c.
(D;(l (F:; N (DX(EX)) cV

(in quanto questi formavano una base locale di intorni dell’origine di X** e ®x (V) ¢ intorno
dell’origine di X**) ossia

1 os — 1
O (F)NBx cV = {x € Bx | |{(g,x)| < 5}.

Consideriamo adesso 1’insieme
— 1
U={neBx-||ngl> 7€ Km, I <1VfeF,}>¢

che ¢ unintorno di ¢ in (Bx+, o (X**, X*>|§x**) (¢ € Uinquanto ¢ € Z*, dunque (¢, f) =0
per ogni f € Z O F,, ed inoltre {(¢,g) = 1 > %), ma per il Teorema 5.3.5 di Goldstine
®x(Bx) & denso in (Bx+, o (X, X *)|EX** ), quindi in particolare interseca U, ossia

_ 1
Jevy € Ox(Bx) tc. [{evy, g)| > X {evx, /I <1 Vf € F,

che equivale a dire
— 1
dx € Bx tc. [{g,x)| > 5 [{f,x)| <1 VfeF,

e la seconda condizione sulle f € F,, implica che x € @;(1 (F)NBx C Ve quindi |(g,x)| <
%, che ¢ un assurdo per la scelta di x.
o

Osservazione 7.2.3: Il viceversa del punto (1) del Teorema precedente é falso.
Ad esempio ¢! & separabile ma il suo duale che & linearmente isometrico ad £* non lo &.

Corollario 7.2.4: Lo spazio (X, ||.||) é riflessivo e separabile se e solo se lo é (X, ||.||x*)-

Dimostrazione. Se (X, ||.||x+) & riflessivo e separabile allora lo & anche (X, ||.||) per il Teore-
ma 7.1.3 e il Teorema 7.2.2 (1). Viceversa se (X, ||.]|) ¢ riflessivo e separabile allora lo ¢ anche
(X, |I.llx=) (per riflessivita I’'immersione canonica per valutazioni ®x ¢ un’isometria lineare, ed
|.]|x=)) e sempre per il Teorema 7.1.3

x+)- o

in particolare un omeomorfismo lineare, tra (X, ||.||) e (X**,
e il Teorema 7.2.2 (1) si ottiene quanto voluto per (X*, ||.|
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Teoria degli Operatori Lineari Limitati, seconda parte

8.1 Operatori Compatti tra Spazi di Banach

In tutta la sezione saranno fissati (X, ||.]|x), (Y, ||.|ly) due spazi di Banach.

Definizione 8.1.1: Una funzione T : X — Y ¢& detta compatta se
(1) T & continua;

(2) VE c X limitato vale T'(E) relativamente compatto in Y (cio¢ T (E) compatto in Y).

Osservazione 8.1.2: Nel contesto della definizione precedente, essendo Y spazio di Banach, due
condizioni equivalenti a (2) sono le seguenti:

(2’ VE c X limitato vale T'(E) totalmente limitato;

(2)” T(Bx) & totalmente limitato.

Proposizione 8.1.3: Un operatoreT € L(X,Y) é compatto se e solo se ¥ (x,)nen C X successione
limitata vale che (Tx,,),en ammette sottosuccessione convergente in Y.

Dimostrazione. Se T & compatto e (x,)nen € X € una successione limitata allora {x; },en € sot-
toinsieme limitato di X e quindi 7 ({x, }nen) = {TXn}nen € relativamente compatto, da cui segue
facilmente quanto voluto. Viceversa prendiamo E C X un qualsiasi sottoinsieme limitato di X
allora per I'ipotesi T'(E) ¢ sequenzialmente compatto e quindi compatto in Y. O

Lemma 8.1.4: Se X ¢ riflessivo allora é localmente sequenzialmente debolmente compatto, cioé
V(xn)nen C X successione limitata 3(xp, )ken Sottosuccessione debolmente convergente in X.

Dimostrazione. Sia (x,)nen C X successione limitata. Consideriamo Xy = span({x, },en) che
¢ sottospazio chiuso, separabile e riflessivo di X (sottospazio chiuso di un riflessivo ¢ riflessivo).
Quindi anche il suo duale & separabile (per il Corollario 7.2.4) e di conseguenza ogni palla chiusa
di Xo, B(0, R) N X, con R > 0, munita della rispettiva restrizione della topologia debole di X, &
metrizzabile e sequenzialmente compatta (Proposizione 5.2.18), ma per limitatezza 3Ry > O t.c.
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E(O, Ro) N X D {xn}nen, dunque 3(x,, )ken sottosuccessione convergente nella topologia debole
di Xy che in realta non ¢ altro che o (X, X*)|x, (per il Teorema 5.1.7 di transitivita). O

Proposizione 8.1.5: Supponiamo X riflessivo. Allora T € L(X,Y) é compatto se e solo se
VY(xp)nen C X tc. x, = x € XvaleTx,, —» TxinY.

Dimostrazione. (Facoltativo) Supponiamo 7 compatto. Sia (x,),en C X t.c. X, — X e senza
perdita di generalita possiamo supporre x = (. Vogliamo dimostrare che Tx,, — 0 in Y. Per la
convergenza debole che abbiamo assunto si ha

(fixn) >0 VfeX*

N

dunque {evy, }nen C X™* & puntualmente limitata su X*, quindi per il Teorema 6.2.6 di uniforme
limitatezza si ha I’esistenza di un M > 0O t.c.

llevy, ||x= < M Vn eN.

Ma I’immersione canonica per valutazioni ¢ un’isometria, quindi vale ||x,||x < M Vn € N, questo
dimostra che la successione (x;),en ¢ limitata in X e quindi per la Proposizione 8.1.3 esiste una
sottosuccessione (xy, )xen t.c. Tx,, — y inY per un qualche y € Y. Dico che y =0 € Y. Infatti

(g, M) = kgglng,Txnal = kliTm|<T*g,xnk>| =0 VgeY*

perché T*g € X* Vg € Y*. Dunque per il Corollario 4.1.5 del Teorema di Hahn-Banach si ha
lylly = 0, cioe y = 0 € Y. Potendo fare questo per ogni sottosuccessione di (x;),en, quanto
voluto segue dalla Proprieta di Urysohn.

Per il viceversa usiamo la Proposizione 8.1.3. Sia (x;)nen, essendo X riflessivo € local-
mente debolmente sequenzialmente compatto (Lemma 8.1.4), dunque esiste una sottosuccessione
(Xng )ken t.c. x,, — x per un qualche x € X, ma allora per ipotesi si ha T'x,,, — Tx. O

Definizione 8.1.6: Indicheremo con L (X, Y) la famiglia degli operatori lineari compatti tra X
ed Y. E chiameremo L¢(X) = Lo (X, X).

Osservazione 8.1.7: Ovviamente Lc(X,Y) c L(X,Y).
Proposizione 8.1.8: Valgono i seguenti fatti:

(1) Lc(X,Y) é un sottospazio lineare chiuso di L(X,Y).

(2) Sia (Z,||.||z) un terzo spazio di Banach e siano T € L(X,Y) e S € L(Y, Z). Allora ST €
Lc (X, Z) purché almeno uno tra L ed S sia compatto. In particolare Lo (X) é un ideale
bilatero dell’algebra L(X).

Dimostrazione. (1) SiaT € L¢(X,Y). Perogni S € Le(X,Y) si ha
T(Bx) =[S+ (T - $)1(Bx) € S(Bx) + IT = SllopBy -
Quindi dato & > 0 prendiamo S € L¢ (X, 7Y) t.c.

&
”T - S”op < 5
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ed essendo S(By) totalmente limitato (& relativamente compatto in un metrico completo) si
ricopre con finite palle di raggio %, cio¢ IF C S(Bx) finito t.c.

S(Ex) cF+ gEY
e quindi mettendo insieme si trova
T(Ex) cF+ SEY

dunque anche T'(Byx) & totalmente limitato per I’ arbitrarieta di £ > 0. Dunque 7' & compatto
eLc(X,Y) =Lc(X,Y). Vediamo che L¢ (X, Y) € effettivamente un sottospazio lineare. Se
T,S € Lc(X,Y) allora

(T +S)(Bx) C T(Bx) + S(Bx)

¢ totalmente limitato perché T, S sono compatti e la somma ¢ un’applicazione continua tra
due spazi di Banach (e quindi somma di totalmente limitati ¢ totalmente limitata). Infine
se A € K allora (AT)(Bx) = AT(Bx) che & totalmente limitato perché T & compatto e la
moltiplicazione per scalare ¢ un’applicazione continua tra spazi di Banach.

(2) Ovviamente presi T e S come nell’enunciato, se almeno uno tra 7 ed S ¢ compatto, vale
che S(T(Bx)) & totalmente limitato. Infatti se 7 & compatto allora gia da subito T(Bx) &
totalmente limitato e quindi anche S(7T(Bx)) lo sara perché S & continua. Se invece 7 non
& compatto ma lo & S allora comunque T/(Bx) & limitato per continuita e quindi S(7(Byx))
sara totalmente limitato.

m|

Definizione 8.1.9: Uno operatore lineare T € L(X,Y) ¢ detto di rango finito se Ran(T) ha di-
mensione finita. Nel seguito indicheremo con L#(X,Y) la famiglia di operatori lineari continui di
rango finito.

Esempio 8.1.10: Un classico esempio di operatore di rango finito ¢ il seguente: siano {a; };=1
X*e{yi}i=z1..nCYalloraT : X - Y tc.

n C

.....

n

Tx = Z(ai,x)yi Vx e X

i=1

¢ un operatore lineare continuo di rango finito.
Osservazione 8.1.11: Ingeneralesihal¢(X,Y) C Lc(X,Y)epudaccadereL¢(X,Y) C Lc(X,Y).

Proposizione 8.1.12: Sia H ¢ uno spazio di Hilbert. Allora Lc(H) =Ly (H).

Dimostrazione. SiaT € L¢(H). Allora Ran(T) = span(T(Bg)) & separabile (perché per I’Osser-
vazione 8.1.2 (2)” T(Bp) & totalmente limitato e quindi separabile), dunque ammette una base hil-
bertiana numerabile e quindi esiste una successione di proiettori (P, ), en di rango finito (prendiamo
P,, il proiettore sullo span dei primi n vettori della base hilbertiana) t.c.

Ran(T) = |_J P, (H).

neN

uniformemen-

Dico che P,T — T in Lc(H), infatti questo significa Pnlﬁ — IdH|T(§H)
te e questo segue dal Teorema di Ascoli-Arzela, infatti T(By) & compatto e le {Pn f}
IT(Bu)) neN
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sono equilipschitizane di costante 1 e convergono puntualmente a IdHlﬁ, dunque esiste una
H

sottosuccessione di {P convergente uniformemente a Id H| e potendo fare que-

_ "IT(Bu) },_LGN . T(Bu) T
sto ragionamento anche per ogni sottosuccessione la convergenza voluta segue dalla Proprieta di

Uryshon. Ma allora T € L¢(H). O

Esempio 8.1.13: Alcuni esempi notevoli di operatori compatti sono i seguenti:

(1) Sia K € C°(J0, 1]?) consideriamo Tk : C°([0, 1]) — C°([0, 1]) t.c.

1
awwmaéwaﬂw@

Infatti ¢ lineare ed ¢ compatto per il teorema di Ascoli-Arzela, infatti K € continua su un
compatto dunque ¢ UC ed in particolare ammette un modulo di continuita w. AlloraVf €
C(10,1]) con || flleo < 1 vale

1
Tk f(x) = T f(X))] < /0 K (x,y) = K& »If (NI dy < w(lx = yDIflleo

cioele {Txf | f € ECO([O,I])} sono equicontinue. In particolare, per ogni successione
(fi)nen C ECO([O,I] ) esistera una sottosuccessione di (Tk fy,)nen convergente uniforme-
mente su [0, 1] e quindi si ha la compattezza voluta grazie alla Proposizione 8.1.3.

(2) Sia K € L*([0, 1]?) & ben definito Tx : L>([0, 1]) — L>([0, 1]) t.c.

1
<nﬁm=AKuwﬂw@

Infatti ¢ lineare ed ¢ compatto perché & limite di operatori di rango finito in norma ope-
ratoriale. Vediamolo approssimando K in L?([0, 1]?) con K, semplice, costante sugli n?
quadrati [%,%] X [%,%] = I;x1Ijconi,j € {l,..,n} con K, che su I; x I; vale
flix I K (x,y)dxdy. Allora si verifica che K,, — K in L*([0, 1]?). Inoltre Tk, ha immagine
contenuta in span({ly,xs; |i,j € {1,...,n}}) e quindi dalla convergenza L? si ottiene che
Tk, — Tk in norma operatoriale.

Teorema 8.1.14 (di Schauder): Dati (X, ||.||x), (Y, |l.|ly) spazi di Banach e T € L(X,Y) é
compatto se e solo se T* € L(Y*, X*) é compatto.

Dimostrazione. Se T & compatto e (y))nen C Y™ t.c. |[yyllys < M Vn € N, con M > 0, vale

che { yZ|T(E )} ¢ una successione equilipschitziana (di costante M) di funzioni definite sul
X)) neN

compatto T (Bx) e quindi per il Teorema di Ascoli-Arzela esiste una sottosuccessione {V, Hreen
t.c. yy, oT converge uniformemente su Bx o equivalentemente t.c. 7"y, converge in X*. Dunque
T* ¢ compatta per la Proposizione 8.1.3

Viceversa se T* ¢ compatto allora per quanto appena provato anche 7°* € L(X*,Y™) ¢
compatto, ma la composizione

ok -1
Ox T oy (x) oy
X — {evx}xeX cxX” — {eVTx}xeX cY" —yY

con ®@x e Dy le rispettive immersioni nel biduale per valutazioni, coincide con T ed essendo 7™
compatta si ha che tutta la composizione, cio¢ T, € compatta. O
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8.2 Teoria Spettrale di Fredholm-Riesz-Schauder su Spazi di Banach

Lemma 8.2.1: Sia (X, ||.||) spazio di Banach sulk = R e C. L’identita 1dx é un operatore lineare
compatto se e solo se X ha dimensione finita.

Dimostrazione. Lidentita di X & operatore compatto se e solo se Idy(Bx) = Bx & compatta in X
e questo, per il Teorema 3.5.1 di Riesz avviene se e solo se X ha dimensione finita. O

Teorema 8.2.2 (di Fredholm): Siano (X, ||.||) spazio di Banach e T € L¢(X). Allora:

(1) Ker(I-T) é sottospazio lineare chiuso, di dimensione finita e T-invariante; e piu in generale
perognin € N:

(2) K, =Ker((I-T)") é sottospazio lineare chiuso, di dimensione finita, T-invariante e (Ky)nen
é successione crescente per inclusione stazionaria;

(3) Ran(I — T) é sottospazio lineare chiuso, di codimensione finita e T-invariante; e piu in
generale per ogni n € N:

(4) R, = Ran((I — T)") é sottospazio lineare chiuso, di codimensione finita, T-invariante e
(Rp)nen € successione decrescente per inclusione stazionaria.

Dimostrazione. (1) Essendo nucleo di un operatore continuo Ker(/ — T') ¢ chiuso. Inoltre & 7-
invariante perché T e I =T commutano. Poi Tiker(7-71) : Ker(/-T) — Ker(/—T) & compatto
e coincide con 1’identita, dunque Ker(/ — T') ha dimensione finita per il Lemma 8.2.1.

(2) Pern € N, usando il fatto che L (X) & un ideale bilatero (Proposizione 8.1.8 (2)), possiamo
scrivere (I = T)" =1 —-T' con T’ € L¢(X). Quindi per (1) K, ¢ sottospazio lineare chiuso
e di dimensione finita, inoltre ¢ T-invariante perché T commuta con (I — 7')". Ovviamente
K, c K,y1 VYn € N. Vediamo che la successione & stazionaria. Se (K,),en non fosse
successione stazionaria, allora per ogni n € N, esisterebbe x,, € K, \ K,,—1 ed anzi, a meno
di traslazione ed omotetia per ognuno, li possiamo prendere t.c.

[lxall <2
dist(x, K1) > 1

x, € K,
Allora per ogni i, j € N, i > j, vale
Tx;—Txj=x;—(I-T)x; = Txj €x; — K;_;
inquanto (/ —T)x; € K;_1eTx; € T(K;) C K; C K;_;. Di conseguenza abbiamo
ITx; — Tx;|| > dist(x;, K;—1) > 1 8.1

perd (x;);en € una successione limitata, quindi si ha un assurdo perché T & compatto, dunque
(Tx;);en dovrebbe avere sottosuccessione convergente (Proposizione 8.1.3), cosa che per
I’eq. (8.1) non puo accadere.

(3) Ran(I —T) & certamente sottospazio lineare T-invariante. Vediamo che ¢ chiuso. Sia X; un
addendo diretto di Ker(/ — 7)) = K (Osservazione 4.1.4), X = K; © X;. Allora (I = T)|x, :
X| — R; & bigettivo. Dico che ¢ fortemente iniettivo, cioé che || (I —T)x|| > C|lx|| Vx € X,
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per una qualche C > 0. Se cosi non fosse ci sarebbe una successione (x,),en C X1 con
[[xxl] = 1 ¥Vn € Netc. x, —Tx, — 0. A meno di prenderne una sottosuccessione
possiamo supporre che

Tx, — y € X

per un qualche y € X; (che & chiuso), infatti
Xn =Txp + (X, — Txp) — y.

Inoltre queste due convergenze e la continuita di 7 implicano che Ty = y e ||y|| = 1, cioe
y € XiNKjey # 0equesto ci da un assurdo in quanto (/ — T x, & bigettiva (in particolare
iniettiva). Di conseguenza (I —T)|x, : X; — R, ¢ fortemente iniettiva e surgettiva, quindi
Ran(1 —T') ¢ chiuso per la Proposizione 6.4.17.

(4) Sian € N primavale (I —T)" =1 -T' con T’ € L¢(X), quindi da (3) segue che R, &
sottospazio lineare chiuso, inoltre ¢ T-invariante perché T commuta con (/—7)". Banalmente
vale R,+1 € R, Vn € N. Vediamo che la successione & stazionaria. Si fa come prima, se
non fosse stazionaria si avrebbe una successione (x;),en t.C.

llxnll <2
dist(x,,, Rys1) = 1
X, € R,
Alloaperognii,j € N,i < j vale
Tx;—Txj=x;—(I=T)x; =Txj € x; — R
inquanto (/ —T)x; € Ri;1eTx; € T(R;) C Rj C Ry, quindi
|Tx; — Tx;|| > dist(x;, Riy1) > 1

e si conclude come in (2).

Corollario 8.2.3: Siano (X, ||.||) spazio di Banach e T € L¢(X). Allora sono equivalenti:
(1) I =T é iniettivo;
(2) I —T é surgettivo;
(3) I —T é omeomorfismo lineare.

Dimostrazione. In generale se V & uno spazio vettoriale e L : V — V ¢ lineare vale

L iniettiva L™ iniettivo il n
= VneN, = L" (V) L"(V) YneN.

L non surgettiva L(V)cV

Ed analogamente

VneN, = Ker(L™") 2 Ker(L") Vn e N.

L surgettiva L™ surgettivo
=
L non iniettiva

Ker(L) 2 {0}

Dunque, tornando al nostro caso in cui i nuclei e le immagini devono stabilizzarsi ad un certo punto
(Teorema 8.2.2), sara I — T iniettivo se e solo se surgettivo se e solo se bigettivo e quest’ultima
proprieta, per il Corollario 6.3.2, equivale ad essere un omeomorfismo lineare (per un operatore
lineare continuo). O
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Proposizione 8.2.4: Siano (X, ||.||) spazio di Banach e T € L¢(X). Allora per ogni n € N, vale
dim(Ker[(I = T)"]) = codim(Ran[(I — T)"]) = dim(Ker[({ — T*)"]) = codim(Ran[(I — T*)"]).

Dimostrazione. Considerando come prima 7’ = [ — (I —T)" basta dimostrare il risultato pern = 1.
Proviamo che
dim(Ker[/ — T]) = codim(Ran[7 — T1]).

Sia X; un addendo diretto topologico di K;, X = K; @ X e sia Y; un addendo diretto algebrico
di R; (che ¢ sottospazio lineare chiuso, ma al momento non necessariamente ammette addendo
diretto topologico), X = Y| @41 R;. Sia P il proiettore su K in X = K; © X;. Notiamo che esiste
S : K; — Y lineare continua che sia o iniettiva o surgettiva (dipende dalla dimensione di Y;).
Allora I — T + SP ¢ o iniettivo (se lo & S, infatti in tal caso si verifica facilmente che il nucleo di
I — T + SP ¢ banale usando il fatto che R; e Y sono in somma diretta algebrica) o surgettivo (se
loe S) perché T — SP € L¢(X) e quindi per il Corollario 8.2.3 ¢ omeomorfismo lineare, dunque
anche S ¢ omeomorfismo lineare che implica la tesi

dim(K;) = dim(Y;) = codim(R}).

Poi considerando T coincidono anche gli ultimi due numeri (¢ la stessa dimostrazione fatta per
T). Inoltre Ker(I — T*) = Ran[(/ — T)]* che & isometricamente isomorfo a (X /Ran(I — T))" che
a sua volta & isometricamente isomorfo a X /Ran(I — T') perché quest’ultimo ha dimensione finita
(uguale a dim(Ker[I — T*])) quindi X/Ran( — T) stesso ha dimensione finita. Dunque

codim(Ran[/ — T]) = dim (X/Ran[] — T]) = dim(Ker[I — T"]).

O

Proposizione 8.2.5: Siano (X, ||.||) spazio di Banach e T € Lc(X). Sia ng € N Uindice di
stabilizzazione delle due successioni (Ky)nen € (Rp)nen. Alloravale X = R, ® K,, Yn > ny.

Dimostrazione. Sex € K, N Ry, cioe (I -T)"x =0ex = (I —T)"y per un qualche y € X, allora
(I-T)"y=U-T)"x=0

cio¢ y € Ky,. Ma Ky, = K,;, di conseguenza x = (I — T)"y = 0. Inoltre la somma ¢ tutto perché
codim(R,,) = dim(K},). La somma diretta & topologica perché i due addendi sono chiusi. O

D’ora in poi sara fissato (X, ||.]|) spazio di Banach complesso.

Definizione 8.2.6: SiaT € L(X). Lo spettrodi T ¢
o(T)={2eC|A1-T ¢ GL(X)}
mentre 1’insieme degli autovalori di T ¢
oav(T)={1 € C|Ker(1-T) # {0}}.

Inoltre, se A € 0, (T), un vettore x € Ker(A — T') sara chiamato autovettore di T relativo all’ auto-
valore A.

Osservazione 8.2.7: (1) Siccome GL(X) ¢ apertoinL(X)eC 5 A+ A-T € L(X) € continua
vale che o(T) chiuso in C.
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(2) Vale o(T) c B(0, IT]|op), infatti se A € C & con || > [|T||op vale
A-T=2I1-2'T)

¢ invertibile (con la serie di Neumann), quindi o (T') & compatto in C.

Definizione 8.2.8: Sia T € L (X). Definiamo la molteplicita geometrica di A € C\ {0} come
mg(A,T) = dim(Ker[4 - T])
e la molteplicita algebrica di A € C \ {0} come

mg(A,T) = max dim(Ker[(41 - T)"])).

L autospazio generalizzato di A € C\ {0} &

V(4,T) = | Ker[(4-T)"].
neN

Inoltre, per A € C \ {0}, definiamo

R(A,T) = () Ran[(2-T)"].

neN

Osservazione 8.2.9: Nel contesto della definizione precedente, con 4 € C \ {0}, preso np € N
I’indice di stabilizzazione di (R,,),en € (K;)nen. Allora

V(A,T) = Ker[ (A =T)"]

R(A,T) =Ran[(A -T)™].
Dunque in particolare abbiamo

X =R, T)®V(A,T).

Osservazione 8.2.10: Nel contesto della definizione precedente vale

mg(A,T) =mg(A,T)

mg(A4,T) =mg(A,T")
perogni A € C\ {0}.
Proposizione 8.2.11 (Riesz-Schauder): Supponiamo che X abbia dimensione infinita. Sia T €
Lc(X), allora
(1) 0 € o(T),
(2) o(T) \ {0} = 0av(T) \ {O};
(3) ognid € o(T) \ {0} é autovalore con m,(A,T) = dim(V (4, T));

(4) ogni A € o(T) \ {0} é punto isolato in o(T). Quindi, essendo o (T) compatto, I’unico
possibile punto di accumulazione di o(T) é {0};
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(5) dati A, u € Cvale V(A,T) c R(u,T) (e V(u,T) € R(A,T)).

Dimostrazione. (1) Supponiamo per assurdo 0 ¢ o (7). Allora T ¢ omoeomorfismo lineare e
I =TT~ & compatto perché lo & T, ma questo & un assurdo per il Lemma 8.2.1.

(2) Ovviamente 0, (T) \ {0} c o(T) \ {0}. Sia A € o(T) \ {0} e supponiamo che non sia un
autovalore. Allora X = Ran(A —T'), dunque A — T ¢ omeomorfismo lineare per il Corollario
8.2.3, assurdo.

(3) Facile osservazione.

(4) Sappiamo che esiste la decomposizione X = R(A,T) @V (A, T) in spazi T-invarianti e quindi
anche (u — T')-invarianti. Ma

p-T=Wu-D+@-T)=(u-D[I+u-)""(A-T)]

e siccome (A —T)|v () ¢ nilpotente, la serie di Neumann di [/+(u— 1) “1(A-1)] |V () €con-
vergente (ha solo finiti addendi non nulli) e quindi rappresenta la sua inversa, di conseguenza
[I+(,u—/l)_1(/l—T)]|V(,1) ¢ omeomorfismo lineare. Quindi (u~T)v ) : V(4,T) — V(A,T)
€ omeomorfismo lineare per qualsiasi u € C \ {1}.

Invece (u—T)|r(a) : R(A,T) — R(A,T) ¢ omeomorfismo lineare purché |y — A sia sufficien-
temente piccolo. Infatti GL(R(A,T)) ¢ un aperto di L(R(A,7T)) ed anzise A € GL(R(A,T))
allora By (r(a,1)) (A, |A~! ||gp1) C GL(R(A4,T)), dunque, essendo (A-T) g1, 1) € GL(R(A,T)),
selu—A| < [[(A-T)"" ||gp‘ vale che (¢ —T)|g(a,7) € omeomorfismo lineare. Di conseguen-
za per ogni u € Be(4, (A - T)_lllo_pl) siha u—-T € GL(X). In conclusione, quindi,
VYA e o(T)\ {0} Je > 0tc. Yu e Bec(d, &)\ {1} vale u ¢ o(T), ossia A ¢ punto isolato di
o(T) c C.

(5) Essendo u # Asihache A—T & omeomorfismo lineare su V (u, T') (visto nella dimostrazione
del punto precedente) e quindi lo ¢ (1 — T)" e di conseguenza V(u,T) C R(A,T).
m|

Osservazione 8.2.12: In generale date due decomposizioni X =V &R =V ® R conV C R/,
V' c ReproiettoriP : X - VeP' : X - V', senededuce un’altra del tipo X = V&V’ &(RNR’)
con proiettori P,P" e I — P — P’.

Infatti V. c R’, V' c R implicano PP = PP’ = 0 e quindi P + P’ & proiettore lineare
(P+P)>=P>+P?+PP' +P'P=P>+P?=P+P)evale

V+V' cRan(P+ P’) c Ran(P) +Ran(P') =V +V’

dunque Ran(P + P’) = V + V’. Ma allora Ker(P + P’) = RN R’, in quanto se x € Ker(P + P’)
allora
Px+P'x=0

ed applicando P e P’ di nuovo si ottiene Px = P’x = 0, ossiax € Ker(P) NKer(P’) = RN R/,
quindi Ker(P + P’) C R N R’ e vale ovviamente anche 1’inclusione opposta.
In conclusione, se T € L (X), preso un qualsiasi A € o (T) \ {0} finito si ha la decomposizione

X = @

Pva.n

AeA

(Y R(A.T)

AeA
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Definizione 8.2.13: Sia T € L(X), definiamo il risolvente di T come
p(T) =C\ o (T).

Osservazione 8.2.14: Dato T € L(X) il risolvente di T, p(T), € aperto in C. Infatti C \ p(T) =
o (T) € chiuso.

Proposizione 8.2.15: Sia T € L(X), allora valgono le seguenti affermazioni:
(1) perogni A € Ccon |A| > ||T||,p vale

a-n'= > amry

neN
(2) perogni Ay € p(T) ed ogni A € B¢(Ay, ||(Ao — T)_1||;pl) vale

(A-T7)"=> (- D)"[(2-T)"""!

neN

ed in particolare la mappa risolvente associata a T
p(T) 31— (1-T)"'eL(X)
é analitica e ||(1 —T)™! lop = O per |A] — +oo;
(3) (identita del risolvente) per ogni A, u € p(T) vale

A-T)"=(u-1)"=(u-A-T7)""(u-7""

Dimostrazione. (1) Segue dalla serie di Neumann.

(2) Vale
A=T=Qo=T)= (A=) = (Ao =T)[I - (- (A -T)""]

quindi per [1g — 4| < [[(Ag = T)~" ||gp1, usando la serie di Neumann, si trova
(-1 =]2 o=V -T)"1"| (o -T)""
neN

da cui segue quanto voluto.

Corollario 8.2.16: Se T € L(X) allora o-(T) # 0.

Dimostrazione. Se fosse o-(T) = 0 allora si avrebbe p(T) = C e la mappa risolvente Ry : C —
L(X) sarebbe intera e infinitesima cosi come ¢ o Ry per ogni ¢ € X*, ma allora per ogni ¢ € X* la
mappa ¢ o Ry : C — C ¢ analitica e limitata, dunque costante per il Teorema di Liouville e quindi
(essendo infinitesima) dovrebbe essere costantemente nulla, che € un assurdo. O

Definizione 8.2.17: Dato T € L(X) definiamo il suo raggio spettrale come

r(7) = max |A].
(T) Ae(rmll
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Lemma8.2.18: Se (a,)neN € una successione reale subadditiva, cioét.c. apym < ap+a,, Yn,m €
N,, allora
. a . .a
3 lim =2 = inf —=.
n—+oco n neNy n
Dimostrazione. Dato d € N, per ognin € Ny sihan = p,d+kcon0 < k <dep, = 5]

Allora per subadditivita si ha

an
— < - (pnad +ag)
n
© d 1
aq
inf — < — < —(pnad+ak) < Pn — + — max dag.
meN, m n n d nilsk<d
Quindi per ogni d € N, abbiamo
ad
inf — < hmsup— < —
meN;y m n—+o00 N d
. d . . .
(abbiamo usato che p% — leche % max<x<q ak — 0pern — +o0), quindi prendendo 'inf g,
si ottiene
. dp . . dp
limsup — = inf —
n—+oo N neNy n
da cui segue la tesi. O

Proposizione 8.2.19 (Formula di Gelfand per il raggio spettrale): Sia T € L(X), allora vale
I’(T) - ll’lf ||Tn||op = 111’1'1 ”Tn“op

Dimostrazione. La successione (10g(||T”||0p))n N, ¢ subadditiva, infatti

log([IT™" llop) < 1og(IT™" lloplIT" llop) = 1og(IT" llop) +1og(IT"llop) ¥n,m € N,

1
dunque, per il Lemma 8.2.18, esiste il limite lim, e log(||[7"||5,) € quindi esponenziando si
ottiene 1 1
: nynw o nyn
3 lim (17713, = inf |I7"3.
Inoltre se A € o (T), ossia A — T ¢ GL(X), allora anche 2" — T" ¢ GL(X) (perché 1 — T ne ¢ un

“fattore”), cioe A" € o (T") per ogni n € N,. Quindi [A"]| < ||T"||op (Osservazione 8.2.7 (2)), cioe

1
AL < 17”12, Vn € N,

e quindi

1
A< Tim 17713,

da cui segue 1(T) < lim e [T

Per la disuguaglianza opposta prendiamo r > r(T), allora o (T) C B¢ (0, r). Osserviamo che
(z~! = T)~! & ben definito per ogni z € B¢c(0,r(T)~!), infatti se |z] < r(T)~! allora z=! € p(7T),
questo almeno per z # 0, ma per la Proposizione 8.2.15 vale, almeno per z € B(0, [|T|5, )\ {0},

lo sviluppo
(Z_l _T)—l — Z Zn+lTn
neN
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fatto che ci permette di estendere analiticamente la funzione considerata anche a z = 0. Conside-
riamo quindi la famiglia di funzioni analitiche {fy + | x € X, x* € X"} t.c.

fx x*
p(T) 22+ (. (7' -T)lx) e C
il cui sviluppo in serie di potenze &

Sroxr(2) = Z (x*, Tnx>Zn+l .
neN
Poiché questa serie converge uniformemente almeno per z € Be(0,77") ¢ Be(0,r(7T)~!) (la serie
di Taylor in un dato punto di una funzione analitica converge assolutamente almeno nel pit grande
disco con centro il centro dello sviluppo contenuto nel dominio su cui ¢ analitica), ma allora la
serie Y en(x*, r 1T )W
sono limitati in n € N. Quindi

converge assolutamente almeno per w € Bc¢(0, 1) i suoi termini

[(*, r I T < C(x,x7)

per una costante C(x,x*) > 0, per ogni n € N, ogni x € X ed ogni x* € X*. Di conseguenza per il
Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza si ha

sup sup sup |(x*, - < C
neN [lx||=1 [x*]|x+=1

con C > 0, da cui segue (grazie al Corollario 4.1.5)

lF" T lop < € VneN

ossia
IT"lop < Cr™*' VneN
e quindi
. - . ntl <1
lim [[T"]|g, < lim rw Cn =r
n—+oo n—+oo
da cui segue quanto voluto per 1’arbitrarieta di » > r(7T). O

Osservazione 8.2.20 (Teoria spettrale nel caso reale): Se (X, ||.||) € uno spazio di Banach reale,
si pu0 considerare la sua complessificazione

Xe=XxX

con la "struttura complessa” data dall’operatore “immaginario” J : XXX — Xx X t.c. J((x,y)) =
(=y,x). Dunque possiamo utilizzare 1’usuale notazione x + iy per indicare (x,y) € Xc. Ed ¢
possibile dare una struttura da spazio vettoriale complesso a X¢ munendolo dell’usuale somma

x+iy)+ (" +iy)=x+x)+i(y+y) Vo, x',y,y €X
e del prodotto per scalare complesso
(a+ib)(x+iy) = (ax — by) +i(bx +ay) Ya,b e R Vx,y € X.

Inoltre si puo dotare X¢ di una norma complessa ||.||c : X¢ — [0, +o0) prendendo ad esempio

llx +iyllc = max{|lx[l, llyll}.
Poi preso T' € L(X) possiamo considerare il suo complessificato T¢ : X¢ — Xc t.c.

Tclx+iy]l =Tx+iTy Vx,ye X

e si verifica facilmente che questo definisce un operatore C-lineare continuo su X¢. Ed ¢ possibile
considerare come teoria spettrale di 7' quella (gia nota) di T¢.
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8.3

Operatori Simmetrici su uno Spazio di Hilbert

Nel seguito, se non specificato diversamente, sara fissato H spazio di Hilbert complesso di dimen-
sione infinita con prodotto hermitiano (. - .) e norma da esso indotta |.||.

Definizione 8.3.1: Un operatore A € L(H) ¢ detto simmetrico se

(Ax-y)=(x-Ay)Vx,y € H.

Inoltre denoteremo lo spazio degli operatori lineari limitati simmetrici su H con L™ (H), ossia se
A" = A.

Proposizione 8.3.2: Sia A € L™ (H). Allora:

(1)
(2)

(3)
4)
(5)

Ker(A) = Ran(A)* ¢ Ran(A) = Ker(A)* (ortogonali in spazi di Hilbert);

se Hy C H ¢ un sottospazio lineare A-invariante, allora HOl e Hy sono anch’essi sottospazi
lineari A-invarianti;

O-(A) - [_”AHop, ”A”op] CR;
autovettori di autovalori differenti sono ortogonali;

gli autovalori sono semisemplici, ossia m,(A) = mg(A) per ogni A € 04, (A).

Dimostrazione. (1) Vediamo la prima uguaglianza. Vale x € Ker(A) se e solo se Ax = 0 e

(@)

3

questo vale se e solo se
(Ax-y)=0VyeH

che si puo riscrivere, usando la simmetria di A, come
(x-Ay)=0 Vye H

che & equivalente a dire x € Ran(A)~. La seconda uguaglianza segue dalla prima applicando
I’ortogonale.

11 fatto che Hy & A-invariante segue dal fatto che se ho una successione in Hy questa verra
mandata da A in una successione ancora in Hy (perché questo ¢ A-invariante). Vediamo
I’altro fatto. Sia x € Hy, allora

(Ax-y)=(x-Ay)=0 Vy € Hy
in quanto Hy & A-invariante, dunque Ax € Hj.
Sea,b eReb #0valeche (a +ib) — A € GL(H), infatti ¢ omeomorfismo lineare
((a+ib) — A)((a —ib) — A) = (a — A)* + b

Per vedere quest’ultima cosa basta dimostrare che (a — A)? + b? & fortemente iniettivo, infatti
da questo segue che ¢ iniettiva e con immagine chiusa e questo ci da anche la surgettivita
per il punto (1), quindi per il Corollario 6.3.2 del Teorema della mappa aperta si ha quanto
voluto. Vediamo quindi la forte iniettivita

Il(a = A)* + b°1x)1* = [|(a = A)%x |1 + 26| (a = A)*x|| + b*[Ixl|* = b*|lx]>.
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(4) Facile verifica.

(5) Sia A € 04, (A). Vale che Ker((A — A)?) = Ker(1 — A), infatti un contenimento & ovvio e
preso x € Ker((1 — A)?) si ha

1A = A)xl* = (A= A)x) - (A= A)x) = (A= A)*x-x) =0

dunque x € Ker(d — A). Ma allora la successione dei nuclei si stabilizza subito e questo
implica che I’autospazio generalizzato di A coincide in realta con 1’autospazio di A.

O
Proposizione 8.3.3: Sia H spazio di Hilbert reale e A € LS™(H). Sia H 3 x +— qa(x) =
(Ax - x) € R la forma quadratica associata ad A. Denotiamo
ra= sup |ga(x)| = sup |ga(x)l,
xeH xeH
llxll=1 lixli<1
allora vale r 5 = ||Al|gp.
Dimostrazione. Per il Corollario 4.1.8 si ha
[Allop = sup  (Ax-y)
x,yeH
Iyl <1
e perogni x,y € H con ||x||, ||yl <1 siha
1
(Ax-y) = 71qalx+y) = qalx = y)]
1
< glralle+ YIP +ralle = yII°]
rA
= Z[2||x||2 +2[IylI”] < ra
quindi ||a||op < 74, da cui segue la tesi. O

Definizione 8.3.4: Sia A € L¥™(H), chiamiamo quoziente di Rayleigh relativo ad A la funzione
fa:H\ {0} - Rtc.
(Ax - x)

(x-x)

falx) =

Proposizione 8.3.5 (Caratterizzazione variazionale degli autovalori): Sia A € L™ (H). Una
coppia (x,d) € H X K sono una coppia (autovettore, autovalore) per A se e solo se sono una
coppia (punto critico, valore critico) per il quoziente di Rayleigh fa relativo ad A.

Dimostrazione. 1l gradiente di f4 ¢

(- 0)Vga(x) —ga()V(x - x)

Vfalx) = 3
(x - x)
3 2(x “x)Ax — (Ax - x)x 2Ax — fa(x)x
- (x - x)? - (x - x)

quindi V f4(x) = 0 se e solo se Ax = fa(x)x, cio¢ la tesi. O
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Lemma 8.3.6: Sia A € L™ (H), allora vale ||A||(2); = |A%"||,p per ognin € N.

Dimostrazione. Dimostriamolo per n = 1, il caso di n > 1 segue poi iterando. Per ogni x € H vale
per la Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

lAx||* = (Ax - Ax) = (A% - x) < || A% [|opllx]|?

dunque
2 2 2 2
1AI2, = sup [[Ax]® < 1A%[lop < AN,
xeH
llxl<1

che ci da quanto voluto. O

Proposizione 8.3.7: Sia A € L™ (H), allora vale r(A) = |Allop- In particolare almeno uno tra
lAllop € =IlAllop appartiene a o(A) e se o(A) = {0} allora A = 0.

Dimostrazione. Grazie la Formula di Gelfand (Proposizione 8.2.19) ed al Lemma precedente si ha
. m i . 2" 2—"
r(4) = tim [[A"|% = tim [|A% 12" = | Allop.

La penultima affermazione segue quindi dalla Proposizione 8.3.2 (3), mentre se o-(A) = 0 allora
|Allop =r(A) =0dacui A=0. O

Definizione 8.3.8: Per un operatore A € L¥™(H) la scrittura
A>0
significa (Ax -x) > 0 Vx € H.
Lemma 8.3.9: Sia A € L™(H) t.c. A >0, allora vale o(A) C [0, +0).
Dimostrazione. Sappiamo gia dalla Proposizione 8.3.2 (3) che 0-(A) € R. Ora sia A < 0, allora
1A = A)xl|? = A2[|x]|? + [ Ax]? = 22(Ax - x) > 22 |lx])?

quindi 41— A ¢& fortemente iniettivo, ossia (per la Proposizione 6.4.5) 1— A ¢ iniettivo e con immagine
chiusa. Quindi dalla Proposizione 8.3.2 (1) si ha

Ran(1 — A) = Ran(d — A) = Ker(1 — A)* = {0}* = H

da cui segue che 1 — A € GL(H), ossia A ¢ o (A). Di conseguenza si ha la tesi per I’arbitrarieta
did<0. O

Definizione 8.3.10: Sia A € L™ (H). Chiamiamo valutazione inferiore di A il numero

ma = Hellfq (Ax - x)

X
llxll=1
e valutazione superiore di A il numero

Ma = sup (Ax - x).
xeH
llxll=1
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Proposizione 8.3.11: Sia A € L™ (H), vale 0(A) C [ma, Mp] e mg, M4 € o(A). In partico-
lare se A > 0 si har(A) = My.

Dimostrazione. Siat < mp, vale
(Ax - x) > mallx|®

dunque A —m4 > 0 ed in particolare

1
ma—1

(A—my) =20

1
ma—t

quindi -1 ¢ o ( (A - mA)), cioet —myg ¢ 0(A —mu) oancorat ¢ o(A). Di conseguenza
0 (A) C [ma,+o0) per ’arbitrarieta di t < m4. In modo totalmente analogo si ottiene che V¢ > M4
sihat ¢ o(A) e quindi che 0-(A) C [ma, M4].

Dalla Proposizione 8.3.7 sappiamo che almeno uno tra ||A||op € —[|Allop appartiene a o-(A).
Orase A > O allora 0-(A) C [ma, M4] C [0, +00) e quindi necessariamente M4 = ||Allop € 07(A)
(perché necessariamente [|A|lop € o (A), dunque [|Allop < My ed in modo ovvio si ha anche

My < ||Allop). Altrimenti prendiamo ¢ > O t.c. A+ ¢ > O allora Mgy = Ma+c € 0(A+c)da
cui segue M4 € 0 (A). Analogamente considerando —A si ottiene anche che m4 € o (A). O

Corollario 8.3.12: Sia A € LS™(H). Vale A > 0 se e solo se o(A) C [0, +0).

Dimostrazione. Nel Lemma 8.3.9 abbiamo gia provato che se A > 0 allora o-(A) C [0, +c0). Ora
supponiamo o (A) C [0, +o0). Dalla Proposizione 8.3.11 si hamy € 0(A), dunque my > O e
quindi la tesi. O

Passiamo adesso a trattare il caso di operatori simmetrici compatti, in particolare vedremo
il fondamentale Teorema di Hilbert-Schmidt per I’esistenza di una base hilbertiana di autovettori.
Tale teorema ¢ molto utile in fisica matematica, soprattutto nell’ambito della meccanica quantistica.
Successivamente studieremo alcune proprieta dello spettro di un operatore simmetrico compatto.
Nel seguito Lsci’”(H ) sara lo spazio degli operatori simmetrici e compatti su H.

Lemma 8.3.13: Siano A € Lscim(H), e Hy ¢ H, Hy # {0}, un sottospazio lineare chiuso e
A-invariante. Allora A ha un autovettore non nullo in H.

Dimostrazione. Se fosse Hy C Ker(A) allora, essendo Hy # {0}, O sarebbe autovalore per A e
quindi ci sarebbe un autovettore non nullo per 1’autovalore 0. Supponiamo quindi Hy ¢ Ker(A).
Vale Ag = Ay, € Lscim(Ho), dunque per la Proposizione 8.3.7 vale che uno tra [[Apl|op € —[|Aollop
¢ autovalore per Ag (||Aollop # O perché Ag # 0 in quanto Hy ¢ Ker(A)) (é esattamente in questo
punto che entra in gioco la compattezza, in particolare stiamo usando la Proposizione 8.2.11 (2)),
dunque esiste un autovettore eg € Hy \ {0} per Ag e quindi per A. m]

Teorema 8.3.14 (di Hilbert-Schmidt): Sia A € Lgm(H), A £ 0. Allora esiste una base hilber-
tiana di H fatta di autovettori di A.

Dimostrazione. Un sistema ortonormale massimale %8 tra quelli fatti di autovettori esiste per il
Lemma di Zorn. Il sistema ortonormale di autovettori massimale %8 ¢ perd una base hilbertiana
per H, infatti se cosi non fosse si avrebbe

Hy =span(%8) ¢ H



Capitolo 8. Teoria degli Operatori Lineari Limitati, seconda parte 117

e questo implicherebbe HOl # {0}. Ma allora H(-)L sarebbe un sottospazio lineare chiuso, non
banale e A-invariante, quindi per il Lemma 8.3.13 A avrebbe un autovettore non nullo in HOL. Tale
autovettore sarebbe per costruzione ortogonale a %8, dunque %8 non sarebbe massimale, assurdo.

O

Definizione 8.3.15: Sia A € Lscim (H). Possiamo indicizzare gli autovalori non nulli di A in modo
monotono scrivendo

AZ1(A) SA2(A) <. <A,(A) £..20< .. < 2,(A) £ .. S A2(A) < A4(A)
esia I, ¢ Z \ {0} 'insieme degli indici di tale ordinamento. Chiameremo tale ordinamento

ordinamento di Courant.

Osservazione 8.3.16: Perognid € o, (A) vale [{i € I4|1;(A) = A} =m,4(A, A) emax{1;(A),-A1_1(A)} =
|Allop (I"ultimo fatto segue dalla Proposizione 8.3.7).

Teorema 8.3.17 (Principio min-max di Courant): Sizd A € L“Cim(H ) ed indicizziamo gli auto-
valori non nulli di A secondo 'ordinamento di Courant: 4,(A) \ {0} = {2:(A)}ic1,. Allora per
ognin €N, t.c. n € I, si ha

A, (A)= min max (Ax-x)= max min (Ax-x)
EcH xeE FcH xeF
E ssp. ch. ||x|=1 F ssp. ch. ||x]|=1
codim(E)<n dim(F)>n

mentre se —n € 14 si ha

A_n(A)= max min (Ax-x) = min max (Ax-x)
EcH xeE FCcH xeF
E ssp. ch. || x]|=1 F ssp. ch. ||x||=1
codim(E)<n dim(F)>n

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che basta dimostrare le formule per 1,,(A) conn € N
t.c. n € Iy, le altre seguono dal fatto che A_,,(A) = A,(—A) per ogni n € N con —n € I4.
Fissiamo {e;};c;, C H autovettori di A con e; autovettore per 1’autovalore A;(A) per ognii € 14,
se 4;(A) = A;(A) scegliamo e; # ¢;. Sia Eg = {0} e perognin € N, t.c. n € I sia

E, = span(ey, ..., ey)

allora E;; = span({e; | i € 14\ {l,...,n}}). Ora Ajg, = diag(1(A),...,4,(A)) : E, = E, ¢
Ajgs = diag({2;(A) }icra\(1,....n)) : E;y — E;; edinoltre A,(A) & il minimo autovalore di A, ed
il massimo autovalore di A, EL s dunque

A, (A) = mgl (Ax -x) = max (Ax-x).
x€Ep L
lx =1 X”Exﬁli‘

D’altra parte, se E C H ¢& sottospazio lineare chiuso di codim(E) < n oppure se F C H ¢
sottospazio lineare chiuso di dim(F) > n, vale

E,NE+{0} e E;_ NF #{0}
in quanto dim(E,) = n e codim(E) < n mentre codim(E;- ) = n— 1 e dim(F) > n. Quindi vi

sono elementi xg € E, N E e yg € Ex | N F con [|xol|, |[yoll = 1 e vale

xoeE x0€Ey .
sup (Ax-x) > (Axp-x9) = min (Ax-x)=21,(A)
xeE xeE,
llx]I=1 llxll=1
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da cui

1 . > = . > 1 .
Eln'}fq sup (Ax - x) = 2,(A) xrgn;zc (Ax -x) > Elrcl% sup (Ax - x)

c
E.ssp. ch. ”);6”51 ||x||:11 Eissp. ch. ”);6”51
codim(E)<n codim(E)<n

e similmente vale

. YoEF YWEE;_,
inf (Ax-x) < (Ayo-yo) <  max (Ax-x)=21,(A)
xek x€E; |
=1 Jxl=1
da cui
sup inf (Ax-x) < 2,(A) = min (Ax-x) < sup inf (Ax-x).
FcH xeF xekE, FcH X€E
F ssp. ch. llx[I=1 llxll=1 F ssp. ch. [Ix]I=1
dim(F)>n dim(F)>n

Abbiamo quindi dimostrato le uguaglianze

An(A) = sup inf (Ax-x) = min (Ax - x)
F xekE,

FcH XS

F ssp. ch. lIx[I=1 lIx|I=1

dim(F)>n

Ap(A) = sup inf (Ax-x) = min (Ax - x)

FcH xeF xeE,

F ssp. ch. lIx[I=1 llx|I=1

dim(F)>n

per ogni n € N, t.c. n € 14, che ci danno la tesi. O

Corollario 8.3.18 (Principio degli autovalori intervallati): Sian A € Lscim(H) e Hy C H iper-
piano chiuso con immersione Jy : Hy < H e proiettore ortogonale Py : H — Hy (osserviamo
che Py = Jj). Sia Ag = PoAJy € Lscim(Ho) (é simmetrico perché J; = Py). Allora per ognin € N,
t.c.n € I4 vale

Ans1 (A) < An(AO) < /ln(A)

ed analogamente se —n € 14 vale
A-n(A) £ A-n(Ag) < A-p-1(A).

Dimostrazione. Valgono le disuguaglianze

Ans1(A) = min max (Ax-x) < min max (Ax-x) =A4,(Ag
n+1(4) EcH er( ) EcH, er( ) = 4n(Ao)
E ssp. ch. ||x||=1 E ssp. ch. [lx|I=1
codim(E)<n+1 codim(E)<n

max min (Ax-x) < max min (Ax-x)=1,(A)
FcHy xeF FcC xeF

F ssp. ch. [lx[|=1 F ssp. ch. [|x[|=1

dim(F)>n dim(F)>n

dunque si ha quanto voluto nel caso in cui n € I4. Il caso in cui —n € 14 segue da quello gia
provato osservando che 1_,(A) = 2, (—A). m|

8.4 Calcolo Funzionale per Operatori Simmetrici

Definizione 8.4.1: Siano X spazio di Banach complesso, A € L(X) e p € C[x]. Se p(x) =
Z;’zl a jx-i , con a, # 0, definiamo

p(A) = Z ajAj.
j=1
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Teorema 8.4.2 (della mappa spettrale): Siano X spazio di Banach complesso, A € L(X) e
p € C[x]. Allora p(A) € L(X) evale c(p(A)) = p(cd(A)).

Dimostrazione. Sia A € C. Fattorizzando il polinomio p(x) — A, con p(x) = Z;.‘Zl a J-xj ,an #0,si
trova

p(x) —A=a, | [(x—u;)
=0

incui p(u) =Aseesolose 3j € {1,...,n}tc. u=pu; {u;}j=1,.n= »71(2)). Quindi

n

p(A)—A=a, | [(A-py)

j=1

che ¢ omeomorfismo lineare se e solo se lo sono tutti gli A — u; per j € {l,...,n}. Dunque
A€o(p(Ad)  p(A)-1¢GL(X) < 3Fje{l,..,njtc. A-pu; ¢ GL(X) =
Jj e{l,..n}tec. y; € 0(A) & p'(A)No(Ad) #0 < A€ p(c(A)). Quindi si hala
tesi. O

Fissiamo H spazio di Hilbert complesso con prodotto hermitiano (. - .) e norma indotta ||.|| .
Osservazione 8.4.3: Siano p € C[x] e A € L™(H). Presix,y € H si ha

(p(A)x-y) =D aj(Ax-y) =D a;(x-Aly)
j= =

= > (x-@jAly) = (x - p(A)y)
=1

incui p(x) = Z;.‘Zl a;x’, a, # 0. Quindi vale
p(A)" =p(A).
Corollario 8.4.4: Sia A € LS™(H). Allora preso p € C[x] si ha

||p(A)||op = ”pHoo,O'(A)-
Dimostrazione. Grazie al Teorema 8.4.2 della mappa spettrale, all’Osservazione 8.4.3, al fatto che
p(A)*p(A) € LS™(H) e al fatto che p(A)*p(A) > 0 si ha (ricordando la Proposizione 8.3.11)
Ip(A)ll5p = sup (p(A)x - p(A)x)
xeH
llxll =1
= sup (p(A)"p(A)x-x)
xeH
llxll =1
= Mp(aypa) = IP(A)"p(A)llop
= [[p(A)p(A)llop = [I(PP) (A)llop
= sup |4]= sup [(pp)(A)]

Adeo(pp)(A)) Aeo(A)
= sup [p(A)pD)]= sup [p(D)?
Aeo(A) Ao (A)

2
:( sup |p(/l)|) =”p||go,0'(A)'
Aeo(A)
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Definizione 8.4.5: Dato un sottoinsieme S C C definiamo
I1s = {Funzioni polinomiali § — C}.

In cui per funzione polinomiale si intende la funzione indotta da un polinomio di C[x].

Osservazione 8.4.6: Nel contesto della definizione precedente, lo spazio IIg con I’operazione di
somma e di prodotto (tra i rispettivi polinomi di due funzioni polinomiali in I1g) forma un algebra
di funzioni. Inoltre se S & compatto ¢ possibile dare a I1s una struttura di spazio normato con la
norma ||.||c.s-

Osservazione 8.4.7: Per riportare alla memoria quel che riguarda la differenza tra polinomi e
funzioni polinomiali, ricordiamo ad esempio che se S & finito la funzione polinomiale su S associata
ad un polinomio p € C[x], p # 0, puo essere la funzione nulla.

Lemma 8.4.8: Sia A € LS"™(H). Allora esiste un omomorfismo di algebre isometrico
PA
Ho-(A) — L(H)
tc. a(p) = p(A) Vp € ll;(a). Inoltre se p € R[x] si ha p(A) € LSim(H).

Dimostrazione. 1l fatto che sia un omomorfismo di algebre ¢ una banale verifica. Vediamo che ¢
isometrico. Sia p € Il (4), grazie al Corollario 8.4.4, possiamo scrivere

P (A)llop = 1P lleo,cr ()

che ¢ quanto voluto. L’ultima affermazione segue dalle seguenti uguaglianze
n . n .
(p(A)x-y) =D aj(Ax-y) =D a;(x-Aly)
j=1 =1

=D \(x-ajAly) = (x- p(A)y)
j=1

n

incuix,ye He p(x) = =1

ajxf con{a;}j-1,...» CR, a, #0. O
Teorema 8.4.9 (Calcolo funzionale continuo per operatori simmetrici): Sia A € LS™(H).
Esiste un unico omomorfismo continuo di algebre

@, : C%(0(4),C) — L(H)
t.c. ®4(Idy(a)) = A. Inoltre, indicando f(A) = ®(f), si ha:

(1) ®4 ¢ isometrico ed ha immagine C[A]Op (chiusura nella norma operatoriale di C[A] =
SDA(HO'(A)));

(2) se f € Co%>r(A),R) t.c. f>0suc(A), allora f(A) > 0;
(3) se f € CO%>a(A),R) si ha f(A) € LS™(H);
(4) f(A) = f(A)* perogni f € C°(a(A),C);

(5) se Be L(H) e AB = BA allora f(A)B = Bf(A).
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Dimostrazione. Per il Teorema di Stone Il (4) € uniformemente denso in C O(o(A), C) (ricordia-
mo che o(A) ¢ compatto), dunque essendo ¢4 omomorfismo di algebre isometrico, si estende
per densita ad un omomorfismo di algebre isometrico @4 che soddisfa ®4(Id(4)) = A. Questo
dimostra I’esistenza dell’omomorfismo ed il punto (1).

Vediamo il punto (2). Se p € C[x] con p > Osu o (A) allorac(p(A)) = p(cg(A)) C [0, +0c0),
che significa p(A) > 0 (grazie al Corollario 8.3.12) e questo si estende anche alla chiusura. Infatti
se f € C%0o(A),C) tc. f > 0, allora esiste (pg)ren C Iy (a) t.c. pr > Operognik € Ne
Pk — f uniformemente su o (A) (in quanto se (gx)xen C Il (a) sonot.c. gx — f uniformemente
su o (A), allora definendo py = gx + || f — gklleo,o(4) Per ogni k € N, si ha che anche py — f
uniformemente su 0-(A) e pr > 0 per ogni k € N) e di conseguenza anche f(A) > 0.

Per quanto riguarda il punto (3) notiamo che se f € C°(o(A), R) questa pud essere appros-
simata uniformemente su o (A) con polinomi (p)ren tutti a coefficienti reali (per il Teorema di
Stone reale) e, grazie al Lemma 8.4.8, vale pi(A) € L™(H) Vk € N e di conseguenza anche
f(A) € LS™(H).

Vediamo adesso il punto (4). Siano f € C% o (A),C) e (pr)ren C Clx] te. px — f
uniformemente su o-(A), allora presi x, y € H, grazie all’Osservazione 8.4.3, si ha

(pi(A)x-y) = (x-Px(A)y) Vk €N
ma px — f uniformemente su o-(A), dunque segue che

(f(A)x-y)=(x-f(A)y) Vx,y € H

da cui segue f(A)* = f(A).

Anche (5) segue per approssimazione notando che se B € L(H) commuta con A e p € C[x] si
ha che anche p(A) commuta con B.

Resta da dimostrare soltanto ’unicita. Sia ¥ : C%(o(A)) — L(H) omomorfismo continuo
di algebre t.c. W(Id,(4)) = A. Allora ¥ ¢ determinata su tutto Il (4), infatti se p € C[x],
p(x) =324, a;x’, siha

Y(p) =¥

n n
Dlailldeal’ | =D a;¥(Idy(a)) = p(A),
j=1 j=1

dunque, essendo ¥ continua, & determinata su tutta la chiusura uniforme di Il (), cioe su C%o(A),0),
ed ¢ uguale a ®@4. O

Osservazione 8.4.10: Nel contesto del teorema precedente lo spazio [A]Op corrisponde all’al-
gebra chiusa generata da A in L(H).

Ricordiamo il fondamentale Teorema di Riesz-Markov per funzionali continui.

Teorema 8.4.11 (di Riesz-Markov per funzionali lineari continui): Siano X spazio topologico
localmente compatto di Hausdorff ed L : C2(X,R) — R un funzionale lineare continuo. Allora
esiste un’unica misura con segno di Radon finita vy : B (X) — Rt.c.

Lf:/devL Vf e CYUX,R).

Osservazione 8.4.12 (Misure complesse e integrali rispetto ad una misura complessa): (Utile per
capire il seguito) Sia (X, #() uno spazio misurabile. Una
Una misura complessa su (X, A() & una funzione d’insieme v : M — C t.c.
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1) v(@) =0
(2) per ogni famiglia disgiunta {F;} ;en C A si ha

U F;

jeN

= 2 v(F)

JjeN

in cui la serie nel RHS converge assolutamente in C.

Non ¢ complicato dimostrare che la parte reale e la parte immaginaria di una misura complessa
sono due misure con segno finite (le parti reali ed immaginarie di una serie convergente assolu-
tamente in C sono convergenti assolutamente in R), quindi se v = v; + iv;, possiamo prendere le
decomposizioni di Jordan delle due misure con segno finite v e v

vi=v] -V
Va=V) -V,

con v{,v|,v;,v, misure positive finite, per ottenere la decomposizione di v

1’
v=0]—-v])+i(vy—vy)

dunque a questo punto viene naturale definire per f : X — R misurabile

/dev: /devf—/xfdvl_ /dev;—/xfdvz_]

e quindi per f = u +iv : X — C misurabile

/fdv=/udv+i/vdv.
X X X

Per f = u +iv : X — C misurabile possiamo scrivere
/ udvy — / udvy ]
b'e

/fdvz /udvf—/udvl_
X X X
+1i /vdv;’—/vdvf}— /vdv2 /vdvz_]
X X X
/udv;—/udvz]
X X

/udvi’—/udvl}—i

X X

/vdvf—/vdvl_]—[/vdvg—/vdvz_]

X X X X

/udv;r—/udvf]—i[/udv;—/udvz_}

X X X X

—i([/vdvf—/vdvl_}—[/vdv;—i/vdvz_})
X X X X

:/mﬁq/vﬁ:/fw.

X X X

Inoltre ricordiamo il seguente risultato tecnico che ci sara utile nel seguito.

+1i

dunque

-1
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Proposizione 8.4.13: Sia X uno spazio metrico localmente compatto separabile e y una misura
boreliana finita su X. Allora per ogni S € 9B (X) vale

u(S) =sup{u(K) | K C S compatto}

=inf{u(Q) | Q > S aperto}.

Teorema 8.4.14: Sia A € L™(H). Esiste un’unica mappa sesquilineare
ma:HXH— {v:%B(c(A)) — C | v misura complessa}

t.c. perogni f € CO(o(A),C) e per ogni x,y € H valga
()= [ Fduny
o(A)

in cui si é indicato ma(x,y) = pxy. Inoltre:

(1) perognix,y € H, indicando con I, il funzionale integrale associato a iy, vale
My Ml < lxl YA

(2) perognix,y € Hvale uyy = fi,;

(3) per ogni x € H, indicando con puy = pxx, si ha che u, é una misura (positiva) finita e
boreliana, inoltre vale

e Ml = Nl
(4) se Be L(H) ét.c. AB = BA allora j1(px)y = Hx(B*y) Per ognix,y € H.

Dimostrazione. (In classe solo accennata) L'esistenza e I'unicitd della mappa sesquilineare segue
dal Teorema 8.4.11 di Riesz-Markov per funzionali lineari continui notando che essendo o (A)
compatto, vale C?(c(A),C) = C°(a(A),C), che CO(o(A),C) = CO(o(A),R) +iC°(c(A),R) e
che se vy, v, sono due misure con segno finite la funzione v = v +iv, ¢ una ben definita misura
complessa. Inoltre vale

|(f(A)x - < IfF Allopllxll eIyl = 1 flloo, oy IXN VI VX, y € H

da cui segue (1).

Il punto (2) segue dalla sesquilinearita del prodotto hermitiano su H e dal fatto che I = 1,
perognix,y € H.

Fissiamo ora x € H. Dimostriamo la prima parte del punto (3). Iniziamo ricordando che, per
il Teorema 8.4.9 (2), se f € C%(o(A),R), f > 0, si ha f(A) > 0. In particolare essendo

Xy

[0, +00) 5 (f(A)x -x) = / fduy = / R+ / A

o(A)

deve succedere fU(A) f dIm(uy) = 0. Dovendo valere questo per ogni f € C°(c(A),R), f > 0,
si ha necessariamente Im(u,) = 0. Quindi u, = Re(uy), dunque € una misura con segno finita.
Vediamo che in realta ¢ una misura positiva finita. Se la decomposizione di Jordan di u, fosse
Uy = pEt — uy con pu; # O si avrebbe I’esistenza di un § c o (A) boreliano t.c u;(S) > 0
e possiamo supporre u%(S) = 0 in quanto le due misure della decomposizione di Jordan sono
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mutualmente singolari. Ora uf e 3 sono misure boreliane finite, in particolare sono di Radon,
dunque

1y (S) =sup{u;(K) | K C S compatto}
=inf{u, (Q) | Q D S aperto}

0= ui(S) =inf{ul(Q)| Q> S aperto}

quindi esistono un compatto K C S ed un aperto Q > § di 07(A) t.c. py(K) > 0e max{u; (Q\
K),ut(Q)} < # Infatti non ¢ difficile notare che per ogni £ > 0 esistono K. C S compatto e
S c Qg aperto t.c. max{u; (Q:\Kg), ut(Qs)} < &; scegliamo K’ c S compatto t.c. u; (K’) >0

e fissiamo & = @, allora si ha I’esistenza di un K”” C § compatto e di un aperto Q D S t.c.

max{y; @\ K”), (@) < L)

ma allora preso K = K’ UK” sihaK c S, u;(K) >0e

(KD _ s (K)
2 -2

max{u; (Q\ K), 13 ()} < max{u; (Q\K"), uy(Q)} <

Allora per il Teorema di Urysohn esiste una funzione y € C%(o(A), [0,1]) t.c. supp(y) C Qe

y=1sukK,esiha
/ ydux=/7dux+/ Y dpt
o (A) K Q\K

=—u;(K)+/ Y dux
Q\K

< —p (K) + pux (Q\ K)
<~ (K) + p(Q) + p (Q\ K) <0

che € un assurdo in quanto y > 0 (quindi I’integrale dovrebbe essere non negativo per quanto detto
in precedenza nella dimostrazione). Dunque effettivamente p; = 0. Invece per la seconda parte
del punto (3) basta tenere a mente il punto (1) e considerare f costante 1 su tutto o-(A) per ottenere
I'uguaglianza.

Infine vediamo il punto (4). Se B € L(H) commuta con A allora, per il Teorema 8.4.9 (5), si
ha f(A)B = Bf(A) per ogni f € C°(o(A),C), ma quindi

/ F ity = (f(A)Bx-y) = (Bf (A)x-y) = (f(A)x- By) = / f ditaiy)
o(A) o(A)

perogni f € C%(0(A),C) e per ogni x,y € H. Di conseguenza si ha H(Bx)y = Mx(B*y) Per ogni
x,y € H. m|

Definizione 8.4.15: Nel contesto del Teorema precedente, presi x,y € H, la misura complessa
ma(x,y) = pxy € chiamata misura spettrale di A associata ai vettori x ed y.

Definizione 8.4.16: Sia X uno spazio topologico e sia B(X, C) lo spazio delle funzioni boreliane
limitate ¥ — C. Diciamo che (fi)ren € B(Z,C) converge ad f nella convergenza puntuale
dominata su X se fr — f puntualmente su £ ed IM > O t.c. |fx| < M su X per ogni k € N.
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Lemma 8.4.17: Sia X uno spazio metrico. Se si C B(Z,C) é una sottoalgebra di funzioni che
contiene Cg(Z, C) chiusa per convergenza puntuale dominata su Y, allora necessariamente é & =

B(Z,C).

Dimostrazione. (Facoltativo) Passo 1: Sia o € B(Z, C) una sottoalgebra chiusa per convergenza
puntuale dominata su %, dimostriamo che F = {S c X | Is € A} é una o-algebra.

Ovviamente ¥ € ¥ in quanto Iy € & (81’1 dell’algebra). Se S € %, allora Igc = Ty — 15 € A,
dunque S€ € . Se S, D € %, allora Isnp = IsTp € o, dacui SN D € &F. Quindi F & un’algebra
di insiemi. Adesso facciamo vedere che se (E,),en C F allora N,en En € & . Osserviamo
che Npen En = Nnen M),y Em, dunque possiamo supporre E, decrescente per I'inclusione. Sia
E = Npen En, osserviamo che per ogni n € N vale 1z, < 1suX e 1g, — 1g puntualmente su X,
ossia 1g, — T nella convergenza puntuale dominata e cio prova che 1 € ¢/ e quindiche E € %.

Passo 2: Fissiamo 9 C B(X, C) una sottoalgebra chiusa per convergenza puntuale dominata
su X che contiene Cg(Z, C). Dimostriamo che 9 contiene le caratteristiche dei chiusi di X.

Sia F C X chiuso. Se F = X allora Ty € o/ (perché & 1’1 dell’algebra) . Supponiamo quindi
F ¢ 2. Consideriamo per ogni n € N I’insieme

F,={xeX |dist(x, F) > 27"}

e la funzione
dist(x, F},)

dist(F) + dist(Fy,)

allora f, € Cg(Z, C) ed anzi | f,| < 1 su Z, inoltre f, — T puntualmente. Quindi f;, — f nella
convergenza puntuale dominata, dunque 1r € «.

Passo 3: Essendo & = {S c X | Ig € &} una o -algebra, grazie al Passo 2 si ottiene che & >
9% (X). Quindi ¢ contiene le funzioni indicatrici dei boreliani di . Per concludere la dimostrazione
basta osservare che presa f € B(Z, C) puo essere approssimata con funzioni semplici boreliane
(dn)nen t-C. |@n] < |f| suZ, dunque ¢,, — f nella convergenza puntuale dominata in ¥, dunque
f € . Quindi effettivamente of = B(Z, C). O

Vx € X

fn(x) =

Definizione 8.4.18: Diciamo che una successione di operatori (Ag)xen € L(H) converge ad
A € L(H) nel senso debole degli operatori, se

(Agpx-y) — (Ax-y) Vx,y € H.
(Ar)ren C L(H) converge ad A € L(H) nel senso forte degli operatori se vi converge puntual-

mente.

Osservazione 8.4.19: 11 limite nel senso debole degli operatori é unico.
Infatti se A, A’ € L(H) sono due limiti nel senso debole degli operatori di (Ax)ren C L(H),
allora presi comunque x,y € H si ha

[((A=ADx - y)l = [(Ax - y) = (A'x - y)| = lim [(Ax-y) = (Agx - y)| =0
ma per il Corollario 4.1.8 si ha

A —A"llop = sup [(A=A)x-y)|=0
x,yeH
llxlles Iyl <1

da cui segue A = A’.
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Osservazione 8.4.20: Se una successione di operatori (Ay)ren C L(H) converge nel senso forte
degli operatori ad A € L(H) allora converge ad A anche nel senso debole degli operatori.
Infatti Agx — Ax in H per ogni x € H ed il prodotto hermitiano su H & continuo.

Teorema 8.4.21 (Calcolo funzionale boreliano per operatori simmetrici): Sia A € L™(H).
Esiste un unico omomorfismo di algebre

@4 : B(c(A),C) > L(H)

con® 4 (Ids(a)) = A e sequenzialmente continuo fra la convergenza puntuale dominata su B (o (A), C)
e la convergenza nel senso debole degli operatori su L(H). Inoltre, se {{ixy}x yen € la famiglia
delle misure spettrali di A, indicando f(A) = ®(f), si ha

(1) perogni f € B(o(A),C) e perognix,y € H si ha

(F(A)x-y) = / D

(2) I1Lf (Allop < [Iflleo, () per ogni f € B(o(A),C);
(3) F(A) = f(A)" per ogni f € B(c(A),C);
(4) se Be L(H) ét.c. AB= BA allora f(A)B = Bf(A);

(5) se (fi)ken C B(o(A),C) e fr = f € B(o(A),C) nella convergenza puntuale dominata
su o (A) allora fi,(A) — f(A) nel senso forte degli operatori.

Dimostrazione. Vediamo prima 1’unicita. Sia ® : B(o(A),C),C) — L(H) un secondo omomor-
fismo di algebre t.c. ®(Id,(4)) = A e che sia sequenzialmente continuo fra la convergenza pun-
tuale dominata su B(o (A), C) e la convergenza nel senso debole degli operatori su L(H). Grazie
al Teorema 8.4.9 (in particolare al risultato di unicita che esso contiene) si ha necessariamente

DO(f) = Da(f) = Pa(f) Vf € C°(s(A),C)

ossiagd = {f € B(oc(A),C) | D(f) = &m(f)} > C% o (A), ). Osserviamo che, essendo entram-
bi @ e ®4 omomorfismi di algebre, la famiglia ¢/ € una sottoalgebra di B(o(A), C) ed essendo
entrambi @ e ®4 sequenzialmente continui fra la convergenza puntuale dominata su B(o(A), C)
e la convergenza nel senso debole degli operatori su L(H), o € chiusa per la convergenza pun-
tuale dominata su o (A) (il limite nel senso debole degli operatori ¢ unico come dimostrato nel-
I’Osservazione 8.4.19). Quindi per il Lemma 8.4.17 si ha «f = % (0 (A), C), che prova I’unicita
voluta.

Passiamo adesso all’esistenza. Per f € B(o(A),C) definiamo &DA(f) € L(H) osservando
che, per il Teorema 8.4.14, la forma

HxH> (x.y) — / SO =) €€

¢ sesquilineare e continua, infatti possiamo scrivere

Iy s I S My el flloo,oray < M f oo, oy XNV (8.2)

quindi per il Teorema 2.4.3 di Lax-Milgram resta definito un operatore @ A(f) e L(H) t.c.

/ D)= @) vy e
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che ¢ (1). In particolare, dal Teorema 8.4.14, si ha
(@A(f)x-y) = / " F(A) dpxy (D) = (Pa(f)x - y) = (f(A)x-y)

perogni f € C°(o(A),C) e per ogni x, y € H, ossia
(Pa(f) = Pa(f)x-y) =0 Vf € C%(0(A),C) Va,y € H
ma per il Corollario 4.1.8 si ha

1DA(f) = Pa(f)llop = sup (Da(f) = DPa(f))x-y) =0
X,y€
llxlles Iyl <1

da cui segue 5A(f) = ®,(f) per ogni f € C%c(A),C) (in particolare &)A(Ida(A)) =A). Il
punto (2) segue facilmente dalle stime nell’eq. (8.2).
Vediamo il punto (3). Sia f € B(o(A), C), allora

(®A(F)x-y) = (x- Pa(f)y) = (®a(f)y - x)

= f(/l) d/lyx (/l)
o(A)

= () dityx ()
o(A)

| F) dpey (1) = (@a(x - y)

per ogni x,y € H, dunque
(PA(f)" = @a(f))x-y) =0 Vx,y € H
ma per il Corollario 4.1.8 si ha

1840 ~®aDllop = sup  (@alf) ~Ba(Px-3) =0
X,y€
Ixlle Iyl <1

da cui segue 5A(f)* = Efu(?), che ¢ (3).
Dimostriamo il punto (4). Sia B € L(H) che commuta con A ed f € B(o(A),C). Allora

(B®A()xy) = @a(f)x - By) = /(, Dt (D
(®(f)Bx ) = /O_ iy ()
per ogni x, y € H, ma dal Teorema 8.4.14 (5) si ha uy(g+y) = (Bx)y, di conseguenza si ha
(BDA(f) - Pa(f)B)x-y) =0 Vx,y € H

quindi per il Corollario 4.1.8 si ha

1BOA(f) = @a(HBllop = sup  (BBA() = Ba(f)B)x-y) =0
X,y€
lxllz-lyllez<1
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da cui segue il punto (4).

Infine dimostriamo il punto (5). Sia (fx)xen € B(o(A),C) tc. fr — f € B(o(A),C) nella
convergenza puntuale dominata, sia M > 0 che domina le f; (e quindi anche f). Allora preso
x € H, usando il punto (3) ed il fatto che ® 4 & un omomorfismo di algebre, si ottiene

[@A(fi)x = @a(f)xII3 = (@a(fi)x — Pa()x) - (Pa(fi)x — Pa(f)x))
= (@a(fi) = Pa(f) (Pa(fi) = Pa(f))x - x)
= (®a(fx — ) @alfi — f)x - x)
= (®a(fi = HPalfi = f)x - x)
= (@a((fc = H(fi = f)x-x)
= (@a(lfi = fPP)x - x)

[ - sPdu—0
o(A)
che tende a 0 per il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue in quanto f; — f puntualmente

suc(A)e|fi— fI? <4M? € £'(0(A), ux) per ogni k € N. Per Iarbitrarieta di x € H si ottiene
(5) (in particolare ® 4 ( fr) — DA (f) nel senso debole degli operatori lineari). m|
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Elementi di Teoria delle Distribuzioni

9.1 LF-spazi

Definizione 9.1.1 (LF-spazio): Un LF-spazio & un limite induttivo stretto di spazi di Frechét.

Proposizione 9.1.2: Sia X, = li_r)ns X, un LF-spazio, allora:

(1) X,, é un sottospazio lineare chiuso di X« la cui topologia coincide con la topologia di
sottospazio topologico in Xeo;

(2) un A C X € limitato in X se e solo se 3n e Nt.c. A C X, e A é limitato in X,,;
(3) X € localmente convesso e completo;
(4) se X,, € X1 Vn € N, allora X, non é metrizzabile;

(5) siaY SVT e L : Xoo — Y lineare, allora L é continua se e solo se L|x, é continua per ogni
neN.

Dimostrazione. (1) Segue dalla Proposizione 3.7.11 (1).
(2) Segue dalla Proposizione 3.7.11 (4).

(3) Lalocale convessita segue dalla Proposizione 3.7.6. Vediamo la completezza. Una succes-
sione di Cauchy in Xe, (x1)ren, Vi € limitata (Proposizione 3.4.14), dunque & contenuta in
un X, per il punto (2) e vi & ancora di Cauchy, infatti se U € 9%, allora per il punto (1)
esisteun § € B t.c. SNX, C U, maesiste N € Ntc. Vp,g >nvalex, —x;, € Se
contemporaneamente x, —x, € X, (perché (xx)xen C X, che & sottospazio lineare), dunque
Vp,q > nvale x, —x; € U. Quindi essendo X,, di Frechét si ha x,, — x € X,,. Ma preso
V € B si hache VN X, ¢intorno di 0 in X;, e quindi x + (V N X,,) & intorno di x in X,
(per il punto (1)), allora x,, € x + (V N X,;) definitivamente, da cui segue che x,, € x + V
definitivamente. Quindi x,, — x anche in X,.

(4) Segue dal Corollario 3.1.9 che ogni X,, ha parte interna vuota in X, ma allora X, ¢ di I-
categoria e quindi essendo completo (punto (3)), per il Corollario 6.1.4 del Teorema di Baire,
segue che non ¢ metrizzabile.

129
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(5) Segue dal Teorema 3.7.4.
O

Definizione 9.1.3: Sia X uno SVTLC, uninsieme B C X assorbente, bilanciato, convesso e chiuso
¢ detto barile. Diremo che X € uno spazio barilato se ogni barile di X ¢ un intorno (convesso) di
0eX.

Proposizione 9.1.4: Sia X uno spazio di Frechét, allora X é uno spazio barilato.

Dimostrazione. Sia B C X un barile, allora X = U, en, nB, ma X ¢ di Frechet, dunque ¢& di II-

categoria per il Corollario 6.1.4 del Teorema di Baire, ma allora necessariamente B = B+0ed
essendo B bilanciato e convesso si ha di conseguenza B D %(B -B)>0¢eX. O

Teorema 9.1.5:  Ogni limite induttivo di spazi barilati é spazio barilato.

Dimostrazione. Siano {X,,},en spazi barilati e prendiamo X, = limX,,. Sia B C X un suo
barile, allora per ogni n € N I’insieme B N X, ¢ un barile di X,, (dalla continuita dell’inclusione
X, — X si ha la chiusura, il resto sono semplici verifiche). Ma allora B N X,, ¢ un intorno
convesso di 0 in X,, e quindi B & un intorno di 0 in X, (in particolare B € %.¢ della Proposizione
3.7.6). O

Corollario 9.1.6: Ogni limite induttivo di spazi di Frechét ¢ uno spazio barilato. In particolare
ogni LF-spazio é uno spazio barilato.

Definizione 9.1.7: Sia X uno SVTLC, un insieme B C X ¢ detto bornofago se assorbe ogni
limitato di X. Diremo che X € uno spazio bornologico se ogni insieme convesso e bornofago di X
¢ un intorno di 0 in X.

Proposizione 9.1.8: Sia X SVTLC N1, allora X é uno spazio bornologico.

Dimostrazione. Dimostriamo che se C C X € convesso ma non ¢ intorno di 0 in X allora non ¢
bornofago, da cui segue quanto voluto. Sia quindi C € X convesso non intorno di 0 in X, allora
esiste una successione (x,),eny € X \ C t.c. x,, = 01in X. Sia {U, },en una base locale di intorni
di X t.c.

nU,+1 c U, YneN

(possiamo prenderla cosi per continuita del prodotto per scalari) ed a meno di prendere una sotto-
successione possiamo supporre che x, € U,y; Vn € N. Quindi si ha

nx, C nUy,y1 Cc U, YneN

quindi nx,, — 0in X, in particolare (7n.x;),en € una successione di Cauchy in X e quindi ¢ limitata
per la Proposizione 3.4.14. Ma nx,, ¢ nC per ogni n € N (perché x,, ¢ C), quindi C non assorbe il
limitato {nx, },en. Dunque C non & bornofago. O

Teorema 9.1.9: Ogni limite induttivo di spazi bornologici é spazio bornologico.

Dimostrazione. Siano {X; },en spazi bornologici e prendiamo X, = lim X,,. Sia C C X, con-
vesso e bornofago in X, allora per ogni n € N I’insieme C N X, € convesso e bornofago in X, (in
quanto ogni limitato S di X,, ¢ limitato anche in X, infatti per ogni U € %, vale che U N X,, &
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intorno di 0 in X,,, quindi assorbe S, in particolare U assorbe S, quindi S ¢ limitato anche in X).
Dunque C N X,, ¢ intorno convesso di 0 in X,, per ogni n € N e quindi C ¢ un intorno di 0 in X,
(in particolare C € % della Proposizione 3.7.6). O

Corollario 9.1.10:  Ogni limite induttivo di SVTLC NI é uno spazio bornologico. In particolare
ogni LF-spazio é uno spazio bornologico.

9.2 Spazi di Funzioni Regolari

In tutto il resto della sezione sara Q ¢ R? un aperto e A (Q) = {K ¢ R¢ | K compatto, K C Q}.
Per @ € N useremo le notazioni |a| = Zflzl a; e dvf =0...0% f con f funzione per cui questo
abbia senso. Inoltre considereremo i seguenti spazi d’ora in avanti (i dettagli di quanto affermeremo
sono lasciati al lettore):

+ C%Q) = {f : Q — C| f continua} con la topologia da SVTLC TO indotta dalla famiglia
separante di seminorme {||.||co,x } kex (Q):

. C10< ={f € C%Q) | supp(f) c K}, incui K € H(Q) e supp(f) = {x € R4 | f(x) # 0},
munito della topologia da sottospazio topologico da SVTLC TO indotta da quella di C°(Q)
su CIO<| o (che & in corrispondenza con CY,);

» CYUQ) = {f € CO(RY) | supp(f) € K ()}, con la topologia da limite induttivo di SVTLC
TO data da CQ(Q) = h_r)n C?Q con {K;};encompattitc. K; C K;jy1 Vj € NeQ =Ujen K3

e C"™(Q) ={f:Q — C|3I*f continua Yor € N¥ con || < m} con la topologia da SVTLC
TO data dalla famiglia separante di seminorme {p, x } ke (@), in cui

Pmi (f) = max [0 fllox Vf € C"(Q);
aeN

la)l<m

¢« C®(Q) ={f:Q — C|39%f continua Va € N’} con la topologia da SVTLC TO data dalla
famiglia separante di seminorme {p,, kx }kex (Q)s
meN
s Cg={f¢€ C®(R%) | supp(f) c K}, in cui K € (), munito della topologia da sotto-
spazio topologico da SVTLC indotta da quella di C*(£2) su CIOSIQ (che & in corrispondenza
con Cy), in particolare ¢ indotta dalle seminorme {p,, ce Ynends

¢ P(Q) = CX(Q) = {f € C*(R?) | supp(f) € K ()}, con la topologia da limite induttivo
di SVTLC TO data da C°(Q2) = h_r)n C?i con {K;}jen compatti t.c. K; € Kjp Vj € Ne
Q= UjeN K;;

Lemma 9.2.1: C%(Q) é uno spazio di Frechét.

Dimostrazione. Se {Kp}nen C K (Q) sono t.c. Q = U,en Ky € Ky C Kyyp perognin € Nla
topologia di C°(Q) & anche quella indotta dalla famiglia numerabile di seminorme {||.||co. x, }nens
dunque, essendo la topologia TO, si ha la metrizzabilita grazie al Teorema 3.6.1.

Vediamo la completezza. Se ( f;)en € una successione di Cauchy in C 0(Q), allora per qualsiasi
K € H(Q) si ha che ( ffl x)jeN € una successione di Cauchy in CY(K) topologizzato dalla norma
uniforme ||.||« x, il quale & completo (Proposizione 1.3.2, ricordando che K ¢ compatto), dunque
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fj converge uniformemente su ogni compatto di # (£2) ed in particolare su K; per ogni j € N,
quindi converge anche in C%(Q). O

Proposizione 9.2.2: C%(Q) é un LF-spazio.

Dimostrazione. Per ogni K € K (Q) lo spazio CIO< ¢ uno spazio di Frechét (C%IQ

lineare chiuso di C°(Q) che & di Frechét per i Lemma 9.2.1), inoltre il limite induttivo & ovviamente
stretto, quindi si ha quanto voluto. O

¢ sottospazio

Corollario 9.2.3: C™(Q) é uno spazio di Frechét.

Dimostrazione. Se {K,}nen C K () sono t.c. Q = UpenKn € Ky € Kyyp perognin € N la
topologia di C™(€2) ¢ anche quella indotta dalla famiglia numerabile di seminorme {pm ; } jeN,
dunque, come prima, la metrizzabilita segue dal Teorema 3.6.1.

La completezza segue da quella di C°(Q) (Lemma 9.2.1) e dal Teorema di limite sotto il segno
di derivata, infatti se (f});en € una successione di Cauchy in C"*(Q) allora per ogni @ € N con
|r| < m la successione (0 f);jen € di Cauchy in C%(Q) (per la fattezza delle seminorme dei due
spazi), dunque per ogni @ € N con |a| < m la successione (9¢ fi)jen converge uniformemente
sui compatti di # (Q) (dalla fattezza della topologia di C°(Q)) ad una g, € C°(Q) e per il Teorema
di limite sotto il segno di derivata segue che anche il limite f = go € C°(Q) & in realtd in C"*(Q)
con % f = g, per ogni @ € N con |a| < m. m|

Teorema 9.2.4: C*(Q) ¢é uno spazio di Frechét. Inoltre i limitati di C*°(Q) sono relativamente
compatti in C*(Q).

Dimostrazione. Se {Kp,}nen C K () sono t.c. Q = UpenKn € Ky € Kyqp perognin € N la

topologia di C*(€2) ¢ anche quella indotta dalla famiglia numerabile di seminorme {pm, k; }men,
JjeN
dunque, come prima, la metrizzabilita segue dal Teorema 3.6.1.

Vediamo la completezza. Essendo le seminorme che topologizzano C™ (L) contenute in quelle
che topologizzano C*(Q) per ogni m € N segue che se (fj);en € una successione di Cauchy
in C*(Q) allora lo & anche in C™(€), dunque per il Corollario 9.2.3 la successione converge
in C™(Q) per ogni m € N e da questo segue che (fj);jen converge in C*(Q) (in quanto ogni
seminorma che topologizza C*(Q) topologizza anche C™(Q) per un qualche m € N).

Dimostriamo adesso 1’ultima affermazione. Se A ¢ C*(Q) ¢ limitato allora dalla Proposizione
3.4.10 segue che

sup pms1.k (f) = C(m,K) < +00 VK € K (Q) Vm € N
feA

e cio implica che le {0%f | f € A, @ € N¥ con |a| < m + 1} sono limitate sul compatto K,
dunque prendendo K convesso, segue dal Teorema del valor medio, che le funzioni {0%f | f €
A, @ € N? con |a| < m} sono equilipschitziane (e quindi equicontinue), quindi, presa una qualsiasi
successione di funzioni in A, per il Teorema di Ascoli-Arzela si trova una sottosuccessione conver-
gente in C"(Q). Potendo fare questo per ogni m € N troviamo una successione di sottosuccessioni
t.c. I’m-esima sottosuccessione converge in C" () per ogni n < m, dunque usando un argomento
diagonale possiamo costruire attraverso esse un’ulteriore sottosuccessione che converge stavolta

in ogni C"(Q) e quindi in C*(L). Quindi A & relativamente sequenzialmente compatto. O

Teorema 9.2.5: 9% (Q) é un LF-spazio.
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[e9)

Dimostrazione. Per ogni K € # (L) lo spazio C¢ & di Frechét (C¢ o
di C*(Q) che ¢ di Frechét per il Teorema 9.2.4), inoltre il limite induttivo & ovviamente stretto,

sottospazio lineare chiuso

quindi si ha quanto voluto. O

Nel seguito, dato m € N, denoteremo

pm(f) = max [|9%flls Vf € CT(Q).

la|<m

Osserviamo che se K € K (Q) allora per f € C™(Q) con supp(f) C K vale

pm(f) = Pm,K(f)'

Inoltre utilizzeremo lo spazio

C'(Q), ={f € CQ) | f(x) >0 Vx € Q}.

Teorema 9.2.6 (Seminorme per C2(Q)): La famiglia di seminorme (norme) {l-llo}reco(q), in
cui per ogni o € C°(Q), é
lullo = lloullew Yu € C(Q)

induce la topologia di LF-spazio di C%(Q).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ¢ : Q — R* t.c.

+ ]l Vx e Q

1
o(x) = dist(x, Q°)

allora ¢ € C°(Q),, ¢(x) > 0 per ogni x € Q ed un suo qualsiasi sottolivello S. = {x € Q| p(x) <
c},conc € R, & chiuso (per continuita) e limitato (perché se x € S allora necessariamente ||x|| < ¢)
in Q c R?, ossia S, € K (Q). Consideriamo per ogni i € N I’insieme

Ki={xeQllpx)-i|l <1}

che ¢ chiuso e contenuto in S;;1, dunque K; € K (Q) per ogni i € N. Inoltre Q = U;en K ©
K;NKj=0peri,j€Nconli— j|>2,infatti presii, j € Ncon |i — j| >2ex € K; siha

2<fi—jlsli—e@)[+]e) —jl<li-e)|+1

e quindi |¢(x) —i| > 1, ossiax ¢ K;.
Definiamo per j € N
nj(x) = (1-le(x) - jD* Vx € Q

allora, per ogni j € N, vale nj; € c'(Q),, supp(n;) C K; (se x € Q con |p(x) — j| > 1 allora
nj(x) =0)e0 <n; < 1suQ,inoltre 3;en7; = 1 su L perché piu in generale per ogni ¢ € [0, +0c0)
vale

D =lr=il)" = [1= (= LeDI+ 1= = (Le]+ D]
ieN
=[1-C-lDI+[1-((l]+D -] =1
Sia U intorno convesso di 0 in C?(Q) e definiamo per ogni j € N il numero

§; = inf{|lulle | u € C%,» \ U}
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ed osserviamo che 6; > 0 in quanto U N C% ¢intorno di 0 € C%_ (e (CIO<_ \U)n(Un CIO<_) =0).
J J J J
Inoltre sempre per j € N definiamo

gj= 2-J—4 min(éj,z,(5]-,1,6]-,6]-“,6]-4,2)

e quindi sara

p(x) = Z gin;j(x) Vx € Q
jeN

ed osserviamo che p € C%(Q), e p(x) > 0 per ogni x € Q (in quanto {K} jen ricopre Q e preso
x € Q almeno un 77; € non nullo ed i &; sono tutti non nulli). Quindi & ben definita la funzione
o e Q) tc.

1
o(x) = m Vx € Q.

Dimostriamo che B, = {u € C%(Q) | |loull < 1} c U. Siau € B, allora
lo(x)u(x)| <1 Vx € Q

cioe
lu(x)| < p(x) V¥x € Q.

Fissiamo adesso i € N e consideriamo un; € C%i, allora per ogni x € Q (essendo supp(7;) C K;
perogniVj e N, K;NK; =0perjeNcon|i—j[>2e0<n; <1sufperognij € N)siha

()i ()] < p()mi(x) = 27 &5m;(x)mi (x)

JjeN
i+2
= D eni(0ni(x) < gip+&io1 + & + Eix1 + Ein
=i

< (27170 4275 oIt 4 073 07Dy,
< (2770 427 it 4 078 L 07Dy,
=27""1s;

ciog [2™*un;| < 6; su Q, da cui segue ||127*!in;|| < J; e quindi necessariamente 2:*'un; € U
(dalla definizione di ¢;). Ma vale

u= (Z 771‘) w= > mu=> 2712 pu)

ieN ieN ieN

e questa € una somma con finiti termini non nulli, infatti 7;u # 0 solo per queglii € Nt.c. supp(n;)N
supp(u) # 0 che sono finiti in quanto supp(u) € K (Q) ed & ricoperto dagli aperti {A;};en, in cui

Ai={xeQ||e(x)—il <1} cK; VieN

(tali A; ricoprono Q in quanto ¢ & continua, ed in particolare finita, su Q), dunque esiste un
sottoricoprimento finito {A;; }j.zo, cons € Ne jy<ji <..<Js dacui

N N js
supp(u) C UAij C UKij C UKl
Jj=0 Jj=0 i=0

in particolare supp(u) N K; = @ peri > j; + 2. Allora

i js
w= > 2712 ) + (1 - Zz—l-l) 0
i=0 i=0
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che ¢ combinazione convessa di elementi di U, che & convesso, quindi # € U. Quindi B, C U.
Ma per I’arbitrarieta di U intorno convesso di 0 in CS(Q) (che ¢ SVTLC, quindi ammette una base
locale di intorni aperti convessi) segue che la topologia indotta dalle seminorme {||.|[¢} ;cco(q),
¢ fine almeno quanto quella da LF-spazio (B, ¢ intorno di O nella topologia delle seminorme in
questione su C2(Q)).

D’altra parte, fissata o € C'(Q), e preso B, come prima, vale che B, N C% € intorno convesso
di 0 in CIO< per ogni K € A (2), infatti preso K € X (Q) eu € CIO< vale

loulleo < Nlofloo.x [leello

quindi
0 -1
{u e Cg | llulleo,x < llollx} € Bor

e il LHS ¢ intorno di 0 in C,O<, quindi si ha quanto voluto. Ma allora per la Proposizione 3.7.6 si ha
che B, & intorno di 0 anche nella topologia da LF-spazio di C%(Q) e quindi quest’ultima topologia
¢ fine almeno quanto quella delle seminorme {||.|| s} eco(q), - Di conseguenza si ha I'uguaglianza
tra le due topologie considerate. O

Definizione 9.2.7: Le parentesi di Iverson sono le [] t.c. se P & una proposizione vale

0 se P efalsa
[P] = :
1 sePevera

Lemma 9.2.8: Ogni funzione positiva localmente limitata su Q c R aperto é dominata da una
funzione positiva continua.

Dimostrazione. Basta fare il caso uno dimensionale, in quanto poi per il caso Q ¢ R¢ basta appli-
care il caso unidimensionale ad ogni componente. Possiamo considerare senza perdita di generalita
€ un intervallo aperto (a meno di restringerci alle componenti connesse). Sia quindi Q C R aperto
e f: Q — [0,+00) localmente limitata, allora per locale limitatezza per ogni n € Z N Q esiste
M, € [0, +00) t.c.
sup f(x) < M,.
xe[—(|n]+1),|n|+1]NQ

Dunque prendiamo % : Q — [0, +o0) I’interpolazione lineare dei punti {(n, M},) }neznq, allora h
¢continuae h > f su Q. |

Proposizione 9.2.9 (Formula di Leibniz): Siano f,g € 9(Q) e a = (a;)i=1
Sformula

.....

0 (fg) = > (Z)(aﬁfxa“—ﬁg)
BLa

in cui se B = (Bi)i=1....a €N é B < a quando B; < a; Vi€ {l,....,d} e

d
a _ (07
(.3 ) !:1[ (ﬁi).
Dimostrazione. Prese u,v € 9(Q), j € {1, ...,d} e n € N si dimostra facilmente per induzione la

formula
n

o2, =33 (1) @ty weaty )

i=0
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Applicando tale formula in modo quasi compulsivo per ogni variabile si arriva a

aa(fg) Z Z (0,’1) (a'd) 811 adf)(a(tl 11 ;' idg)

i1=0  ig=0
che ¢ quanto voluto. O
Teorema 9.2.10 (Seminorme di Garding-Lions per % (Q)): Consideriamo la famiglia
O ={0=(04)yecxa C c'(Q), | {supp(6q)} yena € una famiglia localmente finita}.
La famiglia di seminorme {||.||e} <o, in cui per ogni 6 € © ¢

IAllo= —max 02(x)0f(x)] Vf e CZ(Q)

Xx,a)€QX

induce la topologia di LF-spazio di CZX(Q). In particolare basta la sottofamiglia di seminorme
Py ={q0.u = llllgeow | o, € COQ), con 8'7H) € @), in cui per ogni o, u € CO(Q), si é
chiamato (71 = {OE,‘T’”)}(IeNd con

057" (x) = o (x)[le] < u(x)] VxeQ
in cui le parentesi quadre sono le parentesi di Iverson.

Dimostrazione. Passo 1: Vediamo che le ||.|| ¢ sono ben definite.
Vale che 6 = (64) yene € O se e solo se

Vx € Q 3U intorno di x t.c. Vx’ € U vale 0, (x") # 0 solo per finiti @ € N¢ 9.1)
che a sua volta equivale a dire
Vx € Q 3m e N JU intorno di x t.c. ¥x’ € U 04(x") =0 Yo € N? con |a| > m. 9.2)

Per I’eq. (9.2), per ogni 6 € O, ¢ ben definita una funzione ug : Q — [0, +c0) localmente finita
(ogni punto di  ammette un intorno su cui uy ¢ finita) t.c.

00(x) =0 Ya e N |a| > pg(x)
infatti possiamo prendere
o (x) =min{m € N| 0,(x) =0 Ya e N¢ |a| > m}

e senza perdita di generalita, per il Lemma 9.2.8, possiamo supporre pg continua. Per I’eq. (9.1),
fissate € O@ e f € D (Q), vale che

supp(6.f) = {(x,@) € QX N¢ | 04(x) f(x) # 0}

¢ compatto, infatti supp(f) ¢ compatto ed ¢ quindi ben definito N = max,esupp(f) #(x) (per
continuita), ma allora vale

00(x) =0 Ya e N? |a| > N Vx € supp(f)
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da cui segue supp(6f)  supp(f)x{0, 1, ..., N} e quest’ultimo insieme & compatto nella topologia
prodotto di Qx N (in cui su N ¢’¢ a topologia discreta), quindi supp(6 f) & chiuso in un compatto
e quindi compatto. Come conseguenza di quanto detto si ha che ¢ ben definito il massimo

max 04 (x)0% f(x)] = || flle-
(x,)eQxNd
Passo 2: Vediamo che {||.||¢}9co € Py, inducono la stessa topologia su % (L2).
Un sottoinsieme cofinale di ® (A insieme, B C A € cofinalein AseVYa € A db € Bt.c. a £ b)
& quello dato dalle #(”>¢) € @, infatti dato 6 € ® si ha

balx) < max ()]l < po)] = co()[lol < po ()] = 6701 (x).
1Bl<po(x)

Di conseguenza le topologie indotte dalle due famiglie, {||.|l¢}9co € P,, sono la stessa (quella
indotta dalla famiglia cofinale ¢ ovviamente meno fine rispetto a quella data da tutte le seminorme,
viceversa il fatto che & cofinale ci dice che per ogni 6 € @ esiste una 6~ tc. ||.|lg < |I.|l glom) =
q o, € quindi che

(xeQlgoux) <n™yc{xeQlllxllo <n™'}

dunque la topologia data dalla famiglia cofinita ¢ pil fine dell’altra).
Passo 3: Vediamo adesso che P, induce la topologia da LF-spazio di % (L).
Osserviamo preliminarmente che per ogni g , € P, vale

Gou(f) < lolleo,kPmx(f) Vf € Cg 9.3)

con m = f|lles k-

Passo 3.1: Vediamo che la topologia indotta dalla famiglia P, é meno fine di quella da LF-
spazio.

Per ogni K € A (Q) I'inclusione Cy < % (£2) & continua rispetto alla topologia indotta da PP,
su 9 (Q) grazie alla disuguaglianza nell’eq. (9.3) (Teorema 3.3.4). Ma allora presa una base locale
di intorni convessi di 0 in 9 (L), % (esiste per il Lemma 3.1.11), fissato A € %, siha AN C¢
intorno di 0 convesso in C¢ per ogni K € # (), di conseguenza A & intorno convesso in 9 (Q)
con la topologia da LF-spazio (Proposizione 3.7.6). Quindi, su % (Q), la topologia indotta dalla
famiglia P, ¢ effettivamente meno fine di quella da LF-spazio.

Passo 3.2: Vediamo che la topologia indotta dalla famiglia P, é piu fine di quella da LF-spazio.

Fissiamo ¢ € C*(€) non negativa su Qe t.c. S; = {x € Q| p(x) < ¢} & compatto per ogni
¢ € R. Consideriamo per ogni i € N I'insieme

Ki={xeQJle(x)-i] <1}

che € compatto in quanto ¢ chiuso e contenuto in S;.1), quindi K; € # (Q) per ogni i € N. Inoltre
Q=UienKie KiNK; =0per|i — j| >2,infatti presii, j € Ncon|i — j| >2ex € K; siha

2<fi—jlsli—e@)|+]e) —jl<li-e)|+1

e quindi |¢(x) —i| > 1, ossiax ¢ K;.
Fissiamo poi g € C*(R) con 0 < g(x) < 1 perogni x € R, supp(g) = [-1,1] e

* g(t) = g(—t) per ognit € [0, +00);

e g(t)+g(l—t)=1perognite [0,1];
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da queste due condizioni segue che per ¢ > 0 vale

Dglt—j) =g~ L) +g(t— (L] +1))

JjeN
=gt—[t)+g(l-(t-1t]) =1

Poniamo allora per j € N
n;(x) = g(e(x) - i)

ed osserviamo che 7; € C¥(),0 <n; < IsuQ, 3, =1suQesupp(n;) C K; (sex € Qcon
l¢ — j| > 1 alloran;(x) = 0).
Prendiamo U un intorno convesso (senza perdita di generalita) di 0 in % (2) nella sua topologia

da LF-spazio. Perognii € N, poiché UNCg ¢ intorno (convesso) di 0in C ne segue che esistono
0; >0edm; >0t.c.

{fe C](?i |pmi(f) =Pm,~,K(f) < 5,’} cU.

Definiamo poi
lj = max m;
ieN
li-jls2

u(x) = Z Iini(x) Vx € Q
JjeN

osserviamo che u € C%(Q),. Inoltre per i € N vale

m; < min [;

li-jl<2

esex € K; allora

Z nk(x) = min [; > m;
keN JeN

u(x) = Z Iinj(x) > min [; Z nj(x) = min [;
jeN N jeN
li-jl<2 li-jl<2

jeN

ji=j1<2 limjl<2

J€
li-j|<2
ossia
u(x) = m; V¥x € K;. 9.4)

A questo punto per ogni i € N definiamo i numeri
6i =272, ()16

e con questi per j € N sara

£j= min ¢,
ieN
lj—il<2

ed infine X
o(x) = Z gn;(x) Vx € Q.
jeN
(osserviamo che 3 jen &;17; € non nulla su tutto Q in quanto {K} jen ricopre e preso x € Q
almeno un 77, € non nullo ed i &; sono tutti non nulli). Allora per ognii € N vale

6 > max g
JjeN
|j-i|<2
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e quindi per ogni x € K; si ha

i+2
-1
o) =DTegmix)= D) gm;x)
JjeN Jj=i-2
i+2 5
< max g; Z nj(x) £ max 8]-an(x) = max &; <9;
i,jeN j=i2 i,jeN jeN JjeN
li-il<2 lj-il<2 li-il<2
ossia
ox)' <6 VxeK; VieN. 9.5)

Abbiamo quindi costruito entrambe le funzioni continue e positive o e y; adesso verifichiamo che
effettivamente con queste si ha

{feD(Q) | qou(f) <1} cU.

Dico che per ogni i € N la funzione 2i*!5; f € C}’;’l_ e ha seminorma p,,,, (27! f) < 6;. Infatti
fissato i € N e presi x € K;, @« € N con |a| < m;, usando Formula di Leibniz (Proposizione
9.2.9), si ottiene

O™ i f)(x) =219 (i f) (x) =271 3] (;)(6“_Bni(X))(5ﬁf(X))
Bia
e prendendo il modulo abbiamo

072" i f) ()] <271 > (Z)Ia"‘ﬁm(X)llﬁﬁf(X)l

pLa

a
=)
=27l p  ()o(x) max (67 f(x)|o(x) !

Bspu(x)
< 202" pn, (1) 4 00 ()01 = G (18

in cui si sono usate le equazioni (9.4), (9.5) e la definizione di §;. Di conseguenza se f € 9 (Q)
conqq ,(f) < 1allora

< 2i+l

() max |08 f(x
p L(n)ﬁsﬂ(x)l JF()l

Pmi (2" 0if) < 6; VieN
e quindi 27*!n; f € U per ogni i € N. Ma

>, 771') f=> 27712 i f)

ieN ieN

f=

e questa ¢ una somma con finiti termini non nulli, infatti n; f # O solo per quegli i € N t.c.
supp(n;) N supp(f) # O che sono finiti in quanto supp(f) € K () ed ¢ ricoperto dagli aperti
{A;}ien, in cui

Ai={xeQ||ox)-i|<1} CcK; VieN

(tali A; ricoprono Q in quanto ¢ & continua, ed in particolare finita, su Q), dunque esiste un
sottoricoprimento finito {A;; }j':o’ cons eNe jo<j <...<Js dacui

s s Js
supp(f) < (J Ay, < UK, <K
7=0 =0 i=0



140 9.3. Distribuzioni

in particolare supp(f) N K; = @ peri > js + 2. Allora

f — jZS Z_i_1(2i+177if) + (1 _ jZS 2—i—1) 0
i=0 i=0

che & combinazione convessa di elementi di U, che & convesso, quindi f € U. Dunque effettiva-
mente la topologia indotta dalla famiglia 7P, ¢ fine almeno quanto quella da LF-spazio su % (£2).
Si ha quindi Ia tesi. o

9.3 Distribuzioni

Ancora sia Q ¢ R un aperto e X (Q) = {K c R? | K compatto, K C Q}.

Definizione 9.3.1: Un elemento di 9*(Q) = 9 ()*, cio¢ una forma lineare continua su % (Q2), &
detta distribuzione.
Teorema 9.3.2: Sia u : 9(Q) — R. Sono equivalenti:

(1) u é una distribuzione;

(2) VK €e X(Q) Im e N 3C > 0t.c. |{u, )| < Cpm(f) perogni f € C3;

(3) YK € K(Q) Y(fj)jen C Cg t.c. f; = 0in CY siha(u, fj) — 0;

(4) 3qou € Py t.c. Ku, f)| < qou(f) per ogni f € D(Q);

(5) 30 € O t.c. [{u, f)| < || fllo per ogni f € D(Q).

Dimostrazione. L'equivalenza tra (1),(4) e (5) segue dal Teorema 9.2.10 e dalla Proposizione 3.3.5.
Le equivalenze tra (1) e (3) e tra (1) e (2) seguono invece dalla Proposizione 9.1.2 (5) (C¢ € spazio
di Frechét, in particolare ¢ metrizzabile e quindi N1, dunque un funzionale su C¢ € continuo se e
solo se & sequenzialmente continuo). O

Esempio 9.3.3 (Valutazioni di derivate come distribuzioni): Per ogni xo € Q ed ogni a € N il
funzionale D 4 x, : 9 () — R t.c.

<Da,xo7 f> = aaf(xO)

é una distribuzione.
Infatti fissati @ € N e xo € Q, presi comunque K € X (Q) e f € C, si ha

KD a,xp> /1 =10 f(x0)| < 10 fllco,x < Pl (f)

da cui quanto voluto per il Teorema 9.3.2.
Un caso famoso ¢ quello in cui @ = 0, ossia Dy y,, la valutazione in xo. Questa distribuzione &
comunemente chiamata distribuzione di Dirac ed & spesso indicata con la notazione 0 ,.

Definizione 9.3.4: Definiamo lo spazio di funzioni

L

loc

1 (Q):{f:Q—>C|fmisurabileecon/ | £l dx < +oo VKGSf{(Q)}/~
K

con f ~ gseesolose f =g L%q.0. suQ.
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Osservazione 9.3.5: Per ogni p € [1,+00] si ha il contenimento L” (Q) C L]IOC(Q).

Proposizione 9.3.6 (Funzioni come distribuzioni): E ben definita I'immersione
.7l
T:L,.

te Ty, f) = fg fudx perogni f € D(Q)eu e L}OC(Q).

(Q) = 27(Q)

Dimostrazione. Infatti fissati K € X (Q),u e Ll (Q)e f e Cy vale

loc
T < | [ ] st = [ 1aa| o)
K K

da cui segue la continuita di 7;, grazie al Teorema 9.3.2. Vediamo ora che se se u,v € Llloc(Q)
sono t.c. T, = T,, allora u = v. Per farlo, a meno di considerare separatamente parte reale e
parte immaginaria possiamo supporre u, v funzioni reali. Presi A} = {x € Q | u(x) < v(x)}
e Ay = {x € Q| u(x) > v(x)}, questi sono boreliani di Q e per ogni K € A (Q) la funzioni
indicatrici dei boreliani A; N K e Ay N K sono approssimabili attraverso funzioni in % (), quindi
per il Teorema di convergenza dominata (u, v sono integrabili su K) si ottiene

/ (v—u)dx=/ (u—v)dx =0 VK € X (Q)
ANK ANK

da cui segue £L4(A; NK) = L4(A> N K) =0 per ogni K € K (Q) e quindi L4(A1) = L4 (A,) =0,
ossia u = v £L4-q.0. su Q. m]

Definizione 9.3.7: Nel seguito, dato (X, .#() spazio misurabile, chiameremo
M*(X) ={u: M — [0,+0c0) | u misura}
M(X)={u: M — C| umisura complessa}.
Proposizione 9.3.8 (Misure come distribuzioni): E ben definita I’immersione
I:M*(Q) — 2*(Q)
te. (u, f) = [o f du perogni f € D(Q) e p € M*(Q).
Dimostrazione. Infatti fissati K € X (Q), u € M*(Q) e f € Cg vale

[ )1 < p(B)[ flloo = u(K)po(f)

da cui segue la continuita di /,, grazie al Teorema 9.3.2. L'iniettivita segue ancora per approssima-
zione (ogni funzione indicatrice di aperti pud essere approssimata dal basso attraverso funzioni in
P (L)), infatti, se u, v € M*(Q) sono t.c. I, = I, si ottiene

u(A) = v(A)
per ogni aperto A C Q. O
Corollario 9.3.9: E ben definita I’'immersione
I:M(Q) — P*(Q)

e Iy, f) = [o f du perogni f € D(Q) e u € M(Q).
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Dimostrazione. Segue dall’esistenza della decomposizione di Jordan di misure con segno (e dalla
definizione di integrale rispetto ad una misura complessa). O

Definizione 9.3.10: Sia u € 9*(Q). Se m € N il piu piccolo numero naturale per cui valga
VK € #() 3C >0 tc. [u, f)| < Cpm(f) Vf e Cg

allora u sara detta distribuzione di ordine m. Se un tale m € N non esiste allora u sara detta
distribuzione di ordine infinito.

Osservazione 9.3.11: Esistono ditribuzioni di ordine infinito.
Ad esempio fissata (x;)jen C Q t.c. x; — x € JQ vale necessariamente che VK € (L) si
hax; € Q\ K definitivamente. Quindi presa
u= Z D g x;
ieN
con (a;)jen C N successione t.c. | j| — +oo ¢ una distribuzione di ordine infinito. Infatti preso
un qualunque K € K (Q) vale

[, 1 < D310% fxi)l = D 10% f(xi)| < Nk pmy (f) Vf € CR
ieN ieN
x; €K

con N = |{i e N | x; € K}| (Nx < +oo perché x; ¢ K definitivamente) ed mg = max ;en |@;].

x; €K
Vediamo che mg ¢ il minor numero naturale per cui vale la maggiorazione voluta. Siam < mg

e chiamiamo ik quell’indice t.c. |a;| = mk. Fissiamo un funzione ¢ € C¢ t.c. 0k ¢(x;, ) = 1
e prendiamo f,(x) = ¢(nx — (n — 1)x;) € Cg per ogni n € N, (in modo che Uk f, (x;,) =
nK 9%k ¢(x;,) = nK per ogni n € N, ). Allora se esistesse Mg > 0 t.c.

Iu, I < Mgpm(f) Vf €Cg

si avrebbe in particolare

Z amfn(xi) < Mgpm(fa) Vn e N,
ieN
x; €K

ma il RHS & un o(n™¥) mentre il LHS non lo &, da cui segue un assurdo.
Concludiamo che quindi # ha ordine infinito in quanto |a;| — +oo.

Definizione 9.3.12: Siano u € 9*(Q) e @ € N¢. Definiamo la derivata a-esima della distribu-
zione u come quella distribuzione d%u € 9*(Q) t.c.

0%, )= (=D, 0% f) Vf € D(Q).

Osservazione 9.3.13: Quella appena data ¢ una buona definizione, ossia 9 “u ¢ effettivamente una
distribuzione. Infatti, per il Teorema 9.3.2, se K € # (Q) esistono C > 0 e m € N t.c.

u, I < Cpm(f) Vf € D(Q)

ed allora
1{0%u, £H| = {u, 0 f)| < Cpm(0“f) < Cpmsia)(f) Vf €D(Q)

da cui quanto voluto grazie al Teorema 9.3.2.



Capitolo 9. Elementi di Teoria delle Distribuzioni 143

Osservazione 9.3.14: E quindi ben definito ’operatore di a-esima derivata distribuzionale
0Y: P (Q) - D" (Q)

che associa ad ogni distribuzione la sua derivata a@-esima. Osserviamo che tale operatore non ¢
altro che I’aggiunto dell’operatore

(-D!119% : 9(Q) - D(Q)

che associa ad ogni funzione di % (Q) la sua derivata -esima moltiplicata per (—1)!!,

Osservazione 9.3.15: Osserviamo che presi p € Q e @ € N? vale

(0%, f) = (-DIN5,,07F) = (-D)*UD g p, f) Vf € D(Q)

ossia 395, = 9Dy, = (-1)!*'D, .

Osservazione 9.3.16 (Variazione totale di una misura complessa): Dato (X, Al) spazio misurabile
e v : Al — C una misura complessa. Possiamo definire la variazione totale di v come la funzione
d’insieme
Vil = A — [0, +e0]
t.c.
N
[IvII(A) = sup{ D IIV(A)I | {A1, ..., AN} C AL & una partizione di Ae N e N p VA € L.
=1

Jj=

Si dimostra che ||v|| ¢ effettivamente una misura (positiva) finita su (X, A().
Attraverso la variazione totale ¢ possibile definire una norma sullo spazio M (X) data da

lIllx : M(X) — [0, +e0)

t.c. [[vllx = |Iv|[(X) per ogni v € M(X).
Ricordiamo a questo punto il seguente teorema.

Teorema 9.3.17: Sia X uno spazio localmente compatto di Hausdorff. Lo spazio duale Cg(X )*
(in cui su Cg (X) c’é la norma uniforme) é linearmente isometrico allo spazio M(X). In particolare
lo é tramite 'isometria u : Cg(X)* — M(X) t.c.

<¢ﬁ=Aﬂ@@M@We@@)We@aﬁ

Proposizione 9.3.18: Siau € 9*(Q), allora esiste una famiglia di misure con segno {mq} yena C
M(Q) con % enea lImallo < 1edun 6 € O t.c.

. fy= 2 [ 0a()d"f(x)dma(x) Vf € D(Q).
aeNd JQ
Dimostrazione. Lo spazio 9 (Q) ¢ topologizzato dalle seminorme {||.||¢}9ce (Teorema 9.2.10) e
possiamo vedere in modo naturale ® ¢ CO(QxNY,R) (un 6 = (04) yene € Otc. 8, € CO(Q,R)
per ogni @ € N? e possiamo vedere # come una funzione Q x N¢ — R, ma {Q X {@}} ena &
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un ricoprimento aperto di  x N ed in particolare & fondamentale, quindi # € C%(Q x N9, R)).
Essendo u € 9*(Q), grazie al Teorema 9.3.2, ¢ possibile trovare 6 € O t.c..

[, O < MIfllo= sup  [0a(x)07f(x)| VI € D(LQ).

(x,@)eQxN4

Consideriamo per ogni f € 9% () il funzionale lineare continuo ¢g, 5 : X N¢ — Ct.c.

(@o.f, (x,@)) = 0o (x)0 f(x)

e notiamo che ¢q 5 € C8(Q x N9) per ogni f € P(Q). Quindi il funzionale lineare Iy :
{eo.rtrea@ — Rtec.
lo(po,r) = (u, f)

¢ definito su un sottospazio lineare di Cg(Q x N9) ed & continuo, infatti

llo(@r)| = Ku, FH < ( ?up 100 (x)0° f(X)] = llea.fllc V[ €D(Q)
x, @) eQxN9

ed in particolare [|/g||op < 1. Dunque, per il Corollario 4.1.2 del Teorema di Hahn-Banach, si puo
estendere /¢ ad un funzionale lineare continuo Ly su tutto Cg(Q x N4) di norma ||Lg||. < 1. Per
Il Teorema 9.3.17 si ha I’esistenza di una misura m € M X N9) t.c.

(Lo, ¢) :/ ¢(x,@) dm(x,a) V¢ € CH(Qx NI R).
QxN4

Ma non ¢ difficile osservare che possiamo scrivere m = 3 ,cne Mo (N4 & numerabile e m & o--
additiva) con
mq(A) =m(AN (Qx{a})) VA € B(QxN?) Va e N?

e inoltre ||m||gune = Zgend [Meallo < 1. m|

Osservazione 9.3.19 (Moltiplicazione tra f € C®(Q) e una distribuzione): Data ¢ € C*(Q) &
ben definito I’operatore My : 2 (Q) — 9 (Q) t.c.

Myf =1 VfeD(Q)

ed ¢ continuo perché per ogni K € #(Q) loe M oo Cy — Cg (Proposizione 9.1.2 (5)), infatti
K

per la Formula di Leibniz (Proposizione 9.2.9), per ogni m € N ed ogni & € N¢ con |a| < m, si ha

07 (fe)l < > (;)Iﬁ"_ﬁd)llaﬁf < [2"pmx (B pm(f) Vf € D(Q)

B<La

e quindi si ha I’esistenza di una costante Cx > 0 t.c.

pm(f9) < Ckpm(f) Vf € D(Q).

Quindi & ben definito I’operatore aggiunto Mff) DT (Q) > D*(Q) t.c.

<M3u,f> = (u, ) Vf € D(Q) Yu € D*(Q).
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Teorema 9.3.20 (Rappresentazione di distribuzioni di ordine finito): Unau € 9*(Q) di ordine
m € N é della forma

,fy= 2 [ 0f(x)dmq(x)

aeNd 7
|a|<m

incui {mg} yepned € M(Q).

|a|<m

Dimostrazione. Una distribuzione di ordine m ¢ t.c. per ogni K € K (Q) esiste un Cg > 0 t.c.

(u, f) < CthnK(f) Vfie(:?

ma allora € continua anche vista come funzionale definitoin C;° () € C'(Q) = {f € C"(Q) |0 f €
Cg(Q) a € N? || < m} ¢ C"™(Q), dunque per il Corollario 4.1.2 del Teorema di Hahn-Banach

si puo estendere ad un funzionale continuo F,, su C' (L) che include come sottospazio topologico

in CJ(Q)Nm con Ny, = [{@ € N? | |a| < m}| tramite

Jin
Cr(Q) <5 C(Q)Nm

t.c. Ju(f) = (0Yf) gepe (su Cg (Q) stiamo considerando la norma uniforme e su Cg (Q)Vm stiamo
|a|<m

considerando la norma ||(g1, ..., gn,, ) [In» = max(||gi|lc. .-, [gn,, |l) per ogni (g1, ...,8N,,) €

Cg (Q)Nm infatti questa norma rende continua I’inclusione J,,: & una facile verifica usando la

Proposizione 3.3.4). Allora, ricordando la Proposizione 1.1.11, per quanto detto F,, corrisponde

ad un funzionale continuo F,, € [Cg (Q)*]Vm (ogni Cg (Q)* ¢ il duale di Cg (Q) rispetto alla norma

uniforme) a cui perd corrispondono N,,, misure con segno di Radon {m} ,cpe € M (L2) (Teorema
|a|<m
9.3.17), quindi vale la relazione

(Fus )= 2] Qa“f(x) dmq(x) Vf € Cy'(Q)

aeN9
|a|<m

da cui segue la tesi. O

Corollario 9.3.21: Una u € 9*(Q) ha ordine 0 se e solo se Av € M(Q) t.c.

. f) = /Q F) dv(x) Vf € D(Q).

Dimostrazione. Come gia dimostrato una v € M (Q) definisce una distribuzione di %*(Q) (dal
Corollario 9.3.9) della forma come nella tesi e viceversa per il Teorema 9.3.20 si ha che ogni
u € 9*(Q) ¢ della forma voluta. O

Proposizione 9.3.22: Se u € 9*(Q) é positiva, cioé (u, f) > 0 per ogni f € D(Q) t.c. f > 0su
Q, allora é di ordine 0 ed esiste y misura (positiva) finita su Q t.c.

. f) = /Q £ du(x) VS € D).

Dimostrazione. Fissiamo un qualsiasi K € A (Q), esisteng € C°(2)con0 < npg < 1tc. ng =1
su K, allora per ogni f € C¥ reale vale || f|lon7k + f > 0 e quindi

I flloouts i) % Cut, f) 20
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da cui segue
et O < M1f Nleo €t )

e tale disuguaglianza si estende facilmente ad f complessa dividendola in parte reale e immagi-
naria, quindi # ha ordine 0. In particolare, per il Corollario 9.3.21, esiste una u € M(Q) t.c.
(u, f) = fo(x) du(x) Yf € 9(Q), ma deve essere

0< (uf)= /Q F) du(x)

perogni f € 9(Q) t.c. f > 0suQ, in particolare essendo ogni caratteristica di aperti approssima-
bile dal basso attraverso funzioni in % (Q) positive si ottiene quanto voluto. O

Teorema 9.3.23 (Successioni di distribuzioni): Sia (u;);jcn C 97 () una successione di distri-
buzioni convergente puntualmente ad una u : 9 () — R, cioé t.c.

(uj, f) — u, ) Vf € D(Q)
allora u é una distribuzione, cioé u € 9*(Q).

Dimostrazione. La linearita passa al limite puntuale. Vediamo la continuita. Fissiamo un qualsiasi
K € # (). Essendo (u ;) jen puntualmente convergente & puntualmente limitata, in particolare lo
¢ la successione (u; e )jen. Ma Cy & di Frechét, in particolare ¢ di Il-categoria per il Corollario
6.1.4 del Teorema di Baire, quindi possiamo applicare il Teorema 6.2.5 di Banach-Steinhaus per
dire che le (u Jl c;) jeN sono equicontinue, ossia (per la Proposizione 6.2.3) esiste Cx > 0 ed
mg € Nt.c.

[uj, f)] < Ckpme (f) VfeCg VjeN

e passando al limite si ottiene

[(u, F)| < Cxpmg (f) Vf €CE VjeN

da cui la continuita voluta per il Teorema 9.3.2. O

Osservazione 9.3.24: Sia (uj)jen C 9*(Q) t.c. u; — u puntualmente e (fj)jen C D(Q) t.c.
fi — fin%2(Q). Allora per il Teorema 9.3.23 u € 9*(Q) ed essendo (f;);en convergente &
limitata in % (€2) e quindi (Proposizione 9.1.2 (2)) esiste K € K (Q) tc. (fj)jen € Cg. Ma
esistono Cx > 0emg € Nt.c.

[uj, f)] < Ckpmg (f) VfeCg VjeN
(dalla dimostrazione precedente) e quindi possiamo scrivere
g f7) = s OO < Wugs f7) = Cugs OO+ Kuj, £ = S,
< CkPmg (fj = )+ Kuj, f) = (u, )] = o(1)

ossia

<uj7fj> — (M,f).

Osservazione 9.3.25 (Restrizione di distribuzioni): Dati due aperti Q1,€Q, C R4 con Q; ¢ Q vi
€ un ovvio contenimento % (Q;) C %9 (€);), dunque dualizzando I’inclusione 9 (1) < % (£),) si
ottiene I’ operatore di restrizione distribuzionale da Q, a €

p(Q2;Q1) : D7(Q2) — D7 (Q).

Nel seguito se u € 9 (L) scriveremo u|q, = p(£22; Q1)u.
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Proposizione 9.3.26: Supponiamo sia Q = \J;en €2; con Q; aperto di RY per ogni j € N. Se
u €D (Q)etc ugq;, =0perognijeNallorau=0¢€ D" (Q).

Dimostrazione. Infatti presa f € 9(Q) esiste K € A (Q) tc. f € Cg. Per compattezza K
¢ ricoperto da un numero finito di aperti {Q;} jer, € presa {n;}cr, una partizione dell’unita
subordinata al ricoprimento {Q;} jcr, siha f = X jcpe fn; €

<M’f> = Z <M’frlj> =0

JEFK
in quanto fn; € 9(Q;). O
Corollario 9.3.27:  Supponiamo sia = U jen Q; con Qj aperto di R4 per ogni j € N e suppo-

niamo siano date uj € 9*(Q;) per ogni j € N t.c. Ujigng, = Wiling; Per ognii,j € N. Allora
esiste un’unica u € 9*(Q) t.c. ujq; = u; per ogni j € N.

Definizione 9.3.28: Siau € 9*(Q), preso S, = {Q" € Q| Q' aperto in Q e u o = 0} consideria-
mo Q, = Ugres, Q. Il supporto di u & definito come

Fu=Q\ Q,.
Osservazione 9.3.29: 11 supporto di una distribuzione in % *(€2) ¢ sempre chiuso in €.

Teorema 9.3.30: Siau € 9*(Q).
(1) Se f € D(Q) ét.c. supp(f) NSy =0 allora {u, f) =0.
(2) Se %, =0allorau=0 € P*(Q).
(3) Sep € C*°(Q) étc. ¢ =1suunapertoV t.c. F, CV allora M’;u =u.

Dimostrazione. 1 punti (1) e (2) sono praticamente ovvi dalle definizioni. Vediamo (3). Sia ¢ €
C*(Q)tc. ¢ =1suunapertoVtc. &, C Valloraperogni f € P(Q)vale f—¢f=0suV 2,
e quindi

supp(f = ¢f) NFu =10
e quindi per il punto (1) vale (u, f — ¢ f) = 0 ossia

(u, f) =, ¢ f) Vf € D(Q)

che ¢ quanto voluto. O

Osservazione 9.3.31: Nel punto (1) del Teorema precedente abbiamo supposto f nulla su tutto un
intorno aperto di &, non solo che f =0 su %,.

9.4 Distribuzioni a Supporto Compatto

Sara ancora fissato Q aperto di R?. Nel seguito denoteremo &(Q) lo spazio C*(Q) con la sua
topologia da spazio di Frechét descritta nella Sezione 9.2. Inoltre sara £*(Q) = & (L2)*.

Definizione 9.4.1: Una distribuzione u € %9*(Q) & detta a supporto compatto se &, € H(Q).
Inoltre denoteremo con

D (Q) ={u € D°(Q) | Sy € H(Q)}.
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Proposizione 9.4.2: Siano u € 9;(Q) e K € K (Q). Date le seguenti tre affermazioni:
(1) Su C K;
(2) esistono C >0em € N tc.

[u, Yl < Cpmx(f) Vf €D(Q);

(3) yu - K;
valgono le implicazioni (1) = (2) = (3).

Dimostrazione. (1) = (2). Siay € 9(Q) t.c. ¥ = 1 su un intorno aperto di ¥, contenuto in Ke
Y = 0 fuori da K. Allora per il Teorema 9.3.30 (3) si ha

(u, f) = u, fp) Vf € D(Q).

Ma fy € Cg Vf € 9 (), quindi per continuita esistono C’ > 0 e m € N t.c.

[Ku, f)| < C'pmx (f¥) Vf € D(Q)

ed usando la Formula di Leibniz 9.2.9 si ottiene 1’esistenza di una C”’ > 0 t.c.

Pk (fY) < C"pmk (f) Vf € D(Q)

da cui segue quanto voluto.
(2) = (3). Ovvio. O

Osservazione 9.4.3: In generale (3) 7 (2), infatti se si prende u : 9 (R) — R t.c.

1 1
wpy= >, — e[| - ¢
< 90) kel\uk ((p(k) ()0( ))

vale che u € 9*(R) dal Teorema di Lagrange e &, = K = {0} U {%}keN . Inoltre se per ogni

1
> n+l

n € N, si considera ¢,, € 9 (R) a valori in [0, 1] t.c. ¢, = 0su (—oo ] U(l,+00) e ¢, =1su
[, 1] vale che
pm,K(SDn) =1 VneN,

mentre
o
(u,@n) =D~
k=1 k

da cui segue che una stima come quella nel punto (2) della Proposizione precedente non puo essere
realizzata.

Lemma 9.4.4: L’insieme %9 (Q) é denso nello spazio di Frechét &(Q2).

Dimostrazione. Sia f € &(Q). Preso un qualsiasi K € 4 (Q) esiste una ¢ € 9(Q) t.c. ¢ = f su
K. Ne segue la tesi. Infatti ogni intorno U di f in &(€2) ne contiene uno della forma

n
V= Wf+n1n€8(Q) pm.k () <&}
i=1
per qualche m; € N, K; € £ (Q) coni = 1,...,ne & > 0 (Teorema ??). Quindi presa ¢ € % (Q)
tc. ¢ =fsulUL, K;sihachen=¢ - f=0sulU., K;ed in particolare p, k,(17) = 0 per ogni
i=1,...,n,dacuisegue che ¥(Q) > ¢ = f+n €V cU. Sihaquindi la tesi. O
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Teorema 9.4.5: Una distribuzione u € 9 (Q) si estende in modo unico ad un funzionale ii €
E*(Q) t.c. (i, f) =0perogni f € E(Q) con f =0 suun intorno aperto di #,,.

Dimostrazione. Fissiamo ¢y € 9(Q) t.c. ¥ = 1 su V un intorno aperto di &,,, allora per il Teorema
9.3.30 (3) si ha (u, ) = (u,¥ f) per ogni f € P(Q). Chiamiamo K = supp(y) € K (Q). Per il
Teorema 9.3.2 esistono Cx > 0e mg € Nt.c.

[u, /)| < Ckpme (f) Vf € Cg

in particolare essendo  f € C¢ per ogni f € %(Q) si ha

[, )] < Ckpmg W f) Vf € D(Q).

Grazie alla Formula di Leibniz (Proposizione 9.2.9), per ogni @ € N con |a| < m, si ottiene

0°WHl< > (Z)(é‘ﬂl//)(aa_ﬂf) < Q" pmy () Py k (f) Vf € D(Q)
BLa

dunque 3Cx > O t.c.
s | < Ckpinge ik (f) Vf € D(Q). (9.6)

Essendo (u, f) = (u, ¥ f) per ogni f € %9 (Q) il funzionale lineare ii : () — R t.c.

(i, f) = .y f) Vf €&(Q)

definisce un’estensione di u che ¢ continua, infatti se (f;);en C 6(Q) e f; — f € E(Q), per ogni
a € N9 vale 9% f; — 0 f uniformemente sui compatti di Q e sempre la Formula di Leibniz ci
permette di scrivere

pmW(fi =) < Q" pmW))pmx(fi = f) Ym eN

ma per quanto appena detto p,, x (f; — f) — 0 per ogni m € N, di conseguenza ¢ (f; — f) — 0O in
% (£L2) (con la topologia da LF-spazio, infatti (¥ (f; — f))ien € Cg e (fi — f) — 0in Cy), ossia
Ui > ¢ fin®(Q). Mau € 9*(Q), quindi

(@, fi) = Wy fi) — (u, o f) = (i, f)

che ¢ la continuita voluta.

Inoltre se f € &(Q) ¢ t.c. f = 0suV intorno aperto di ¥, in Q, allora supp(¥ f) NS, =0 e
si ottiene (i, ) = (u, ¥ ) = 0 dal Teorema 9.3.30 (1).

Infine dall’eq. (9.6) segue che u ¢ continua anche rispetto alla topologia da sottospazio di
indotta da & (Q) su % (Q) ed anzi ¢ uniformemente continua, di conseguenza I’estensione € unica
(dal Teorema di estensione per uniforme continuita, ricordare che 9% () & denso in & (Q) per il
Lemma precedente), in particolare non dipende da . O

Osservazione 9.4.6: La topologia da sottospazio di indotta da & () su 9 () non & mai uguale
a quella da LF-spazio di % (€2). Infatti la prima & metrizzabile (dal Teorema 9.2.4 sappiamo che

&(Q) & di Frechét) mentre la seconda non lo & (Teorema 9.1.2).

Corollario 9.4.7: C’é una corrispondenza biunivoca tra 9 (2) e £*(Q).
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Dimostrazione. Infatti consideriamo la funzione
J1D(Q) — EY(Q)

data da j(u) = i con i ’estensione di u definita nella dimostrazione del Teorema 9.4.5. Ovvia-
mente j ¢ iniettiva. Vediamo la surgettivita. Sia v € £*(Q), consideriamo u = v|gq) allora u &
continua rispetto alla topologia da sottospazio di indotta da & () su % (€2), ma allora lo € anche
rispetto a quella da LF-spazi (infatti & lineare e ristretta ad ogni Cy, con K € K (Q) & conti-
nua, quindi si usa il Teorema 9.1.2 (5)). Inoltre osserviamo che per continuita esistono C > 0,
{m;}’, cNe{K;},,conne€N,tc.

[{v, )| < C max pm,; k;(g) Vg € 6(Q)
1<i<n

ne segue che (v, g) = 0 per ogni g € (L) che si annulla su un intorno di K = U, K;, da cui si
deduce u € 9 (€). Infine notiamo che per 1’unicita dell’estensione deve valere j(u) = v. O

Teorema 9.4.8: Una u € 97(Q) ha ordine finito.

Dimostrazione. Lo abbiamo gia dimostrato, segue dall’eq. (9.6). O

Teorema 9.4.9 (Distribuzioni con supporto un punto): Sia u € 97(Q) di ordine m t.c. &, =
{p}, con p € Q. Allora esistono (cq) 4ene C Rtc.

lal<m
_ a _ a
u= Z Ca0“0p = Z (_1)‘ lcaDa,p
aeN9 aeN9
|a|l<m la|<m

Dimostrazione. Fissiamo ¢ € 9 (Q) t.c.
d%p(p) =0 Ya € N? |a| < m.

Dimostriamo che (u, ¢) = 0. Preso & > 0 esiste una palla compatta B(p,r) C Q t.c. per ogni
a € N9 con |a| = m si abbia
|0%¢(x)| < & Vx € B(p,r). 9.7)

Vediamo per induzione (dall’alto) che per ogni x € B(p, r) e per ogni @ € N con |e| < m vale
07¢(x)| < £d™ 1l |lx — p|™ =1,

Per || = m si ha quanto voluto per I’eq. (9.7). Prendiamo i € {1,2,...,m} e supponiamo che la
tesi valga per utti gli @ € N con |a| = i, inoltre fissiamo 8 € N con || = i — 1. Allora per
I’ipotesi induttiva si ha

IVP$(0)ll < ded™ " ||lx = p||" " = ed™ = V|lx — |7 V¥x € B(p, )
ma allora, essendo d8¢(p) = 0, per il Teorema del valor medio si ha
09 (x)| < |lx = plled™ " V|ix = plI" ™ = £a™ "V |lx - p|I" 7D Vx € B(p,r)

che ¢ quanto voluto.
Fissiamo adesso una funzione ¥ € 9(Q) t.c. ¥ = 1 su un intorno di p ed il cui supporto sia
contenuto in B(p, 1). Consideriamo per ogni p > 0 la funzione

Up(x) =Y (p~'x) Vx e RY
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e notiamo che se p < r vale supp(y,) C B(p,p) € B(p,r). Dalla Formula di Leibniz (Proposi-
zione 9.2.9) si ottiene

" (Yp)(x) = > (;)[3”_BII/(P_IX)/J_(|“|_WI)][5B¢(X)] Vx € B(p, p)
BLa

che, per p < r < 1 (posso prendere r < 1 a meno di rimpicciolirlo), porta a dire

0" (W) (x) < [2°] glle(r'B'_'alsdm_'ﬁlrm_'ﬁ')]Pm(w)
= [2l*lpm=leled™ ) p ()
< [stdm]l?m(lﬁ) = 8Cd,mpm(w)

da cui segue che perp <r < 1

pm('/’pﬁb) < SCd,mpm((//)-

Adesso ricordiamo che u ha ordine m, dunque chiamando K = B(p,r) € # () si ha I’esistenza
di una costante Cg > 0 t.c.
(u, fY < Cxpm(f) ¥f € Ck.

Essendo ¢, = 1 su tutto un intorno aperto di p, dal Teorema 9.3.30 (1) e da quanto provato sopra,
segue cheperp <r <1

[, p) = [, yp@)| < Ckpim(Ppd) < €CamCk pm ()

che per € Y\, 0 prova (u, ¢) = 0, che era quanto volevamo.

Quanto provato implica che « & nulla sull’intersezione dei nuclei delle distribuzioni {(—=1)!¢/D . P} aend -
la|<m

La tesi segue quindi dal Lemma 5.1.12. O






A

Spazi di Successioni

Cominciamo col ricordare le definizioni degli spazi (di Banach) che analizzeremo in quest’appen-
dice.

Definizione A.0.1: (1) ¢ = {x : N — R limitata} con la norma del sup |[|.||c;
) €' ={x:N > R|Z,en |xn| < oo} con lanorma ||.||1;

(3) cop={x € £*|x, — 0} conlanorma ||.||c -

Puo essere utile ricordare la definizione di £7 = {x : N — R | X,;en |Xn|P < oo} dotato della
norma ||.||, data da ||x||, = (Z,en |x,,|P)1/p con 1 < p < oo, anche se nel seguito tratteremo
principalmente dei tre spazi descritti sopra.

Proposizione A.0.2: Valgono i seguenti fatti:
(1) (co)* é linearmente isometrico a €';
(2) (€YHY* é linearmente isometrico a €.

Dimostrazione. (1) Consideriamo la mappa (co)* — ¢! datada o — @ = ((@,er))ken-
Notiamo che

lalh = 3 Kew el = (@, brer) = <a,29kek> < Jlal

keN keN keN

> Orer

keN

=l

[0

Inoltre abbiamo lamappa ¥ : £! — (co)* t.c. f W¥rcon(Wr,x) = X frxx dove notiamo
che la somma converge essendo assolutamente convergente in K. Inoltre:

K¥r, 0] < D7 el < N FhIxlles

keN

dove 'ultima disuguaglianza segue da Holder. In particolare troviamo che ||W¢|lc: < [[f]li
e quindi ||'¥||,, < 1. Verificando che le due mappe sono I’'una I’inversa dell’altra, poiché

entrambe hanno norma < 1, si ottiene che devono essere isometrie.
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(2) Consideriamo ora invece la mappa ¥ : £ — (£!)* data da f Yy ite (Prx) =
Yken fixr. Come prima si trova [(Wr, x)| < || fllellx|l1 € quindi [[¥rll(p1y: < [[fllo. Ma
vale I’uguaglianza in quanto:

I¥rll = sup | >} fexw| > | fl

llxll<1|keN

che passando al sup su k implica ||¥¢|| > || f||. Dunque la mappa & isometrica, e si verifica
essere surgettiva in quanto data @ € (£')* proviene da f € £* definita da f; = (a, ex).
m|

Vale un risultato analogo che puo essere dimostrato per esercizio.

Proposizione A.0.3: (£P)* linearmente isometrico a €4, dove p,q € (1, +o0) sono coniugati.

Ci possiamo chiedere se anche cq sia un duale. La risposta €: no.

Lemma A.0.4: Sia X C (' di dimensione infinita. Vi sono allora una successione (uy)gso C X
e una successione strettamente crescente (Ty)r>o C N tali che:

llulli =1
l <3
Uk|[0,T] 111 =
Uk+1|[0,1] = 0
Dimostrazione. Definiamo induttivamente u; e Ti. Per il caso k = 0 & sufficiente prendere 1y un
qualsiasi elemento di norma 1 e Ty tale che

Ty

> luo(l =

7=0

(A.1)

W

che esiste dato che tutta la serie ha somma 1. Supponiamo allora di essere arrivati a k e di voler
definire uy e Ty. Osserviamo che {u € X|u |[o,7;] = 0} ha codimensione finita, uguale a T, e
dunque dimensione infinita (avendola infinita X). In particolare esiste u € X con u |o,7,] = O:
basta allora normalizzarlo per ottenere ux., € a questo punto si trova facilmente Ty . O

Lemma A.0.5: Ogni sottospazio lineare chiuso di dimensione infinita di €' contiene una copia
omeomorfa (ma non necessariamente isometrica) di £'.

Dimostrazione. Sia X il sottospazio in questione. Consideriamo allora la mappa lineare L : £! —
X, A= YrenAruy dove le u; sono quelle definite prima. L ¢ continua in quanto

1Ll < D7 1Akl lluells = D5 1Al = [l

keN keN
e in particolare ha norma operatoriale < 1. Ma anche VA € ¢! si ha
LAl = (| D] rurxn, + Akurxae) || 2 (| D] Akurxn|| = || D Arurxre
keN 1 keN 1 keN 1
dove Iy = (Tx-1,Tx]. Ma essendo allora gli I, disgiunti si ha:

1
> bl = 301411

3 1
LAl = D7 MAwuwxn = || D Akurxae| = 7 DAl - 1
1 keN keN

keN keN
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Dunque L : ¢! — L(¢£') C X & continua di norma < 1 con inversa continua di norma < % e quindi
risulta essere un omeomorfismo (non necessariamente un’isometria). O

Proposizione A.0.6: Lo spazio co non é un duale.

Dimostrazione. Per assurdo sia ¢y ~ X* (e osserviamo che X deve avere dimensione infinita).
Allora X <= X* =~ ¢j = ¢ !. Quindi a meno di isometrie possiamo pensare a X come contenuto in
' e per il Lemma precedente dunque esiste una copia ¥ di £! in X. Dunque

X* co

=Ygyt

ma cg ¢ separabile, e cosi ogni suo quoziente, mentre £ non lo &. O






B

Sottogruppi Additivi di uno Spazio di Hilbert

I sottogruppi additivi di R chiusi e connessi sono esattamente i sottospazi lineari. La stessa cosa
curiosamente non ¢ vera in generale per spazi di Hilbert reali. Ma aumentando leggermente le
ipotesi di regolarita sulla connessione del sottogruppo si riesce ad ottenere un criterio per stabilire
quando un sottogruppo additivo di un generale spazio di Hilbert reale ¢ un sottospazio lineare.

Lemma B.0.1: Siano H uno spazio di Hilbert reale e g1, ..., g, € H con ||gi|| = a Vi € {1,...,n}.
Consideriamo G = spany (g1, ..., gn) € V = spang(g1, ..., gn). Allora G é un av/n-rete su'V.

Dimostrazione. Consideriamo dg : V — R la funzione distanza da G. Notiamo che vale d¢g (x +
gi) =dg(x) Vx € V Vi € {1,...,n}. Pern € N denotiamo con 2~ G la rete che divide ogni tassello
di G in piu tasselli aggiungendo i punti intermedi di ogni lato della rete (in pratica aggiunge i punti
medi di ogni lato della rete, il punto centrale di ogni faccia della rete ed il punto centrale di ogni
tassello della rete). E cosi via definiamo ricorsivamente 27" G per ogni n € N. Notiamo che G
¢ una %ﬁ—rete in 27'G, infatti un punto di 27'G o sta sul bordo di un lato della rete generata
da G e quindi la distanza tra quel punto e G ¢ minore o uguale alla meta della lunghezza di quel
lato, che a sua volta &€ minore uguale a %ﬁ; oppure & un punto di G e va bene; oppure & un punto
centrale di uno dei tasselli di G, ma in questo caso, notando che il tassello attorno all’origine (che ¢
isometrico ad ogni altro tassello per traslazione) ha vertici {Zi:1 £i8i}tee{~1,1}n, per I'ldentita del
parallelogramma generalizzata (Proposizione 2.1.6), si ha che la media delle lunghezze al quadrato

delle diagonali & uguale di a*n, ossia
n Z gigi=an
i=1

dunque deve essercene almeno una di lunghezza minore o uguale a a+/n, dunque la distanza del
centro del tassello da G sara minore o uguale a %ﬁ come voluto. L'ultimo caso ¢ quello in cui
il punto sta nel centro di una delle facce del tassello, ma anche in questo caso ci va bene usando
opportunamente I’Identita del parallelogramma generalizzata.

A questo punto possiamo dire che allora 27¥G & una ‘lzikﬁ—rete in 27%*1G. Dunque preson € N,

un elemento di 27"G dista al pit avn (% ot zln) < a+/n da qualche elemento di G. Ma

notiamo che V = U,en 27" G (per densita e chiusura), dunque ogni elemento di V dita al pia vn
da un qualche elemento di G. O
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Teorema B.0.2: Sia H uno spazio di Hilbert reale. Se G C H é un sottogruppo additivo di H
chiuso e connesso per archi a-hélderiani con a > % allora G é un sottospazio lineare.

Dimostrazione. Siano x € G e A € R. Basta provare che Ax € G (perché ¢ gia chiuso per somma).
Siay : [0,1] — G a-holderiana con y(0) =0 € G e y(1) = x. Sian € N, consideriamo i punti

g =Yy (S) -y (%) Vk e {l,...n}

allora ||gn.kll < Cn™® con C > 0 (supponendo che w,(¢) = Ct? si il modulo di continuita di y)
e quindi span;(gn.1, ..., &n,n) € UNA -rete in spang(gn.1, ..., §n.n) CON € = Cn=@ per il Lemma
B.0.1. Ma vale

n
x = ng € spanz(gn,1, ---» 8n,n)
k=1

dunque
Ax € spang(gn.1s s &n.n)

quindi dista al pit C n2=?da qualche elemento di G e questo vale per ogni n € N, dunque Ax € G
in quanto G ¢ chiuso. O



C

Anagrammi Senza Lettere Fisse e Polinomi di Laguerre

Consideriamo la misura boreliana y = e *dL' su [0, +00). Ovviamente C[x] c L?([0, +c0), ),
vediamo che inoltre C[x] & denso in H = L?([0,+0), u) dimostrando che se Hy = Cl[x] vale
={0},cioe Vu € Hse (u-x") =0 Vne Nallorau=0¢€ H.
Prendiamo dunque # € H t.c. (u -x") = f0+°°u(x)x”e‘xdx = 0 Vn € N. Consideriamo la
funzione

allora f € L> n LY(R, £'), infatti
+00
/ |f]? dx = / u(x)?e > dx < +o0
R 0

+00
/R 1] dx = /O Gl dx < el 2 oseon 1™ 122 (0.s00)) < 400

quindi & ben definita la sua trasformata di Fourier f : R — C. Proviamo che f = 0, da cui segue
f = 0 dall’iniettivita della trasformata. Proviamo che per |¢| < % la trasformata f(r) & nulla e che
¢ analitica su tutto R da cui segue quanto voluto per il principio del prolungamento analitico. Sia
t € Rcon [f| < 5, abbiamo

pon L[ “x (itx)*
]‘(t)—\/ﬂ/0 u(x)e Z o d

keN

1 oo . ikek
=— u(x)x e " dx) —=0
V27 keN (/0 k!

in cui la seconda uguaglianza ¢ verificata in quanto per [t| < 5 si ha

+00 ||k k _x

—Z |u(x)]

27 keN

1 +eo x
dx = —/ u(x)|e* =1 gx < —/ lu(x)|e™2 dx < +o0
2n 0 2n 0

quindi possiamo applicare il teorema di Fubini per scambiare serie ed integrale. Inoltre preso
to € Relt| < % in modo molto simile si ottiene

+00 . k k k
flio+n =5 /0 uweore 3 U o ( / u(x)k eitove dx) L

keN keN
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in cui ho potuto usare il teorema di Fubini per scambiare serie ed integrale per sostanzialmente la
stessa ragione di prima, in quanto i conti necessari per farlo sono esattamente gli stessi. Dunque
effettivamente f & analitica su tutto R ed & nulla per |¢| < 1, che & quanto volevamo.

Sono quindi ben definiti i polinomi ortonormali di u, {L,, }»en, che sono detti polinomi di La-
guerre. Tali polinomi sono stranamente collegati al problema combinatorio del contare il numero
di anagrammi senza lettere fisse di una data parola. Vediamo come. Fissiamo la notazione ed il
modello che useremo

* A sara un’insieme finito di simboli che rappresentera il nostro alfabeto;
* [ sara un insieme finito di indici che rappresentera le posizioni delle lettere nella parola;

o« Al = {p : I — A | p funzione} rappresentera I’insieme di tutte le possibili parole con ||
lettere nell’alfabeto A;

* le permutazioni saranno rappresentate dall’azione del gruppo simmetrico S| su A’ data da

Sy x A5 (f.p)— po feAl;

Fissata p € A! consideriamo

A=A(p)={poflfeS}
Li=Lip)=p () ={iel|p(i)=21}
ny=ny(p) = |1,

A" =A%(p)={qeAlq@)#p@) Viel}

il nostro obbiettivo & calcolare |A*|, in quanto questa quantita rappresenta proprio il numero di
anagrammi della parola p senza lettere fisse. Un facile conto mostra che vale

]!
4] = .
[Taen 1al!

Per ogni i € I consideriamo

Ai=Ai(p)={q€Alq@)=p@)}

e notiamo che A* = A \ U;¢s A;. Utilizzando la formula d’inclusione-esclusione si ottiene

A% = >3 (=D lAy|
Jcil
incui Ay = Aj(p) = NiesAi ={q € A| q(i) = p(i) Vi € J} VJ C I. Ma un semplice conto

mostra che I\
|[As| = '

B [Taea |I/l \Jl!
dunque notando che vale lo sviluppo

[T =3 [Tec@

AeNieX) JE€TTaen Xa A€A
e che ¢’ una naturale bigezione tra P(I) «— [, P(1;) data da

P(I) 3] (JnLaer € [ [P
AN
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si ottiene

= Z (_I)Z/leA 1] (Zaea Ha\ Jal)!
JeTaen P(12) [Taea 12\ Jal!

S (= 1)Zaealial-KaD) (Zaea IKaD!
Kellaea P(12) [Taea [Kal!

N + —
ma com’e ben noto vale m! = fo CxMe~Xdx VYm € N, dunque

xlKal

a_ [ _p)lal-1Kal
= | ( IR B (CO R

Kellaea P(1a) 1A€A

_ /+°° I (Z (_1)|IA|—|J|’ﬂ) e dx
0

e Xdx

AeA \Jcl, |J|!

- /+<><> (l_[ pn/l(x)) e Xdx
0 AeA

in cui il polinomio p,, € un polinomio di grado n, e con coeflficiente principale strettamente
positivo per ogni 4 € A. Inoltre scelte comunque due lettere 11,4, € A e considerato questo
sottoproblema con due sole lettere otteniamo

+00
Sy = 1A% ] = /O Py (s, (x)e ™ dx

e questo si ha per ogni A1, 4, € A, qualunque sia la cardinalita di A e per qualunque parola scelta

(osserviamo che i polinomi p,, non dipendono dalla cardinalita di A e non dipendono nemmeno

dalla parola scelta). Dunque se p,(x) = Z’,:zo(—l)”‘k’,‘(—T, con n € N si ottiene

/0+00 Pn(X)pm(x)e™  dx =6, Yn.m € N
e per la Proposizione 2.6.3 si ottiene che effettivamente
pn(x) =L,(x) VneN.
Quindi

|A*(p)| :/O (l_[ Ln/l(p)(x)) e_xd.x
AeA

ed il legame anticipato tra questo problema ed i polinomi di Laguerre ¢ adesso esplicito.






D

Teorema di Tychonov ed Equivalenza con I’Assioma della Scelta

D.1 Filtri e Ultrafiltri

Definizione D.1.1: Un filtro F su X ¢ una famiglia di parti di X tale che:
c0¢F;
e se A, B € Falloraanche ANB € F;

e se A€ FeA C B,alloraanche B € F.

Definizione D.1.2: Una base di filtro su X ¢ B C P(X) tale che:
* VBeB,B#+0;

VB, B e BAB"e€B,B’ c BN9B’'.

Esempio D.1.3: (1) Inuno spazio topologico, la famiglia di intorni di un punto forma un filtro
e una base di intorni € esattamente una base di filtro;

2) InN, F ={A¢| A c Nfinito } & un filtro, detto filtro di Frechét;

(3) In generale se A C X, {B 2 A} ¢ un filtro, detto filtro principale generato da A.

Osservazione D.1.4: Data una base di filtro B, I'insieme {F ¢ X | 3B € B, B C F} ¢ un filtro,
detto filtro generato da B.

Definizione D.1.5: Dati due filtri 7 e F’ diciamo che F ¢& piut fine di 7’ se 7' C F. Due basi di
filtro si dicono I'una pit fine dell’altra se cosi sono i filtri che generano.

Osservazione D.1.6: (1) B’ ¢ piu fine di Bse VB € Besiste B € B’ con B’ C B.

(2) In generale data una famiglia {F;};cy di filtri esiste il minimo filtro contenente ogni F;
(scritto <y F;) se e solo se ;< F; ha la proprieta dell’intersezione finita.
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E possibile generare filtri anche tramite 1’utilizzo di funzioni, partendo da un filtro dato. Ciog:

Definizione D.1.7: Se F ¢ un filtro su X, una f : X — Y genera un filtro f(F) suY, f(F) =
{f(F)| FeF}.

Seinvece G ¢ unfiltrosuY e g : X — Y & surgettiva, allora & definito il filtro su X g~'(G) che
ha per base {g"'(G) | G € G}.

Osservazione D.1.8: La verifica che le due famiglie cosi definite formano un filtro € una semplice
applicazione della definizione. Inoltre si pud osservare che f~'(G) € F seesolose G C f(F).

Definizione D.1.9: Data una famiglia {/;} di filtri sugli insiemi X;, ¢ possibile considerare il
filtro [T;es Fi == V p; ' (F;) sul prodotto [T;es X;

Si puo mostrare che [1;¢; F; € il minimo filtro F sul prodotto tale che Vi pl.‘1 (Fi) € F.
Cominciamo ad applicare questi strumenti al contesto topologico.

Definizione D.1.10: Sia X spazio topologico. Diciamo che un filtro F su X converge ax € X se
U, € F dove U, ¢ il filtro degli intorni di x, ossia se VU € U, IF € Ftaleche F C U.

Definizione D.1.11: Diciamo che x ¢ un punto aderente a F se VU € Uy, VF €e F,UNF =0

Equivalente: VF € F, x € F, ovvero x € N F.
Equivalentemente: esiste il filtro 7 Vv Uy.
Equivalentemente: F ha un raffinamento convergente a x.

Lemma D.1.12: Una funzione f : X — Y fra spazi topologici é continua in x se e solo se
Uy C f(Uyx) o f(Ux) converge a f(x).

Proviamo ora ad esprimere la compattezza topologica in termini di filtri. Facciamolo partendo
dalla definizione.

Uno spazio topologico X ¢ compatto secondo Heine-Borel se da ogni suo ricoprimento aperto
se ne puo estrarre uno finito. Questo sappiamo tradursi nella condizione sui chiusi: X ¢ compatto
se data una qualsiasi famiglia di chiusi {F;};c; con intersezioni finite tutte non vuote (Proprieta
dell’Intersezione Finita, PIF), si ha M;c; F; # 0.

Proposizione D.1.13: X compatto se e solo se ogni filtro ha almeno un punto aderente.

Dimostrazione. Se X & compatto, dato un filtro F, considero la famiglia di chiusi { F} pc 7: essendo
il filtro chiuso per intersezione e ) ¢ F, si ha che la famiglia ha la PIF. Per compattezza allora
dx € N F, che & come dire che x & aderente a F.

Viceversa, se { F;} € una famiglia di chiusi con la PIF, si puo verificare che ¢ una prebase di un filtro,
e dunque ha intersezione non vuota (il punto aderente sta nell’intersezione, per chiusura). O

Una applicazione banale del lemma di Zorn ci dice che ogni filtro si estende ad un filtro mas-
simale (per inclusione), detto ultrafiltro. Ricordiamo inoltre (o puo essere un facile esercizio sulle
definizioni per chi non lo sapesse) che un filtro & su un insieme X € un ultrafiltro se e solo se per
ogni sottoinsieme A di X, 0 A o A° stain F.
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Introduciamo dunque gli ultrafiltri nel nostro discorso sulla compattezza.

Proposizione D.1.14: X ¢ compatto se e solo se ogni ultrafiltro é convergente

Dimostrazione. Si ¢ visto che richiedere la compattezza & equivalente a richiedere che ogni filtro
ammetta un punto ad esso aderente, che si ¢ detto voler dire che il filtro ammette un raffinamento
convergente a tale punto. Passando all’ultrafiltro si ha la tesi. O

Proposizione D.1.15:  Sia F un ultrafiltrosu X e f : X — Y. Allora f(F) é un ultrafiltro su Y.

Dimostrazione. Mostriamo che dato un insieme A C Y, A € f(F) oppure A€ € f(F).

Acf(Fle A eFoe (A ¢Foe I A) ¢ F o A ¢ f(F) (D.1)

dove si & usata la massimalita di F e che (f~'(A))¢ = f~1(A°). O

D.2 Teorema di Tychonov ed AC

Osservazione D.2.1: Data una famiglia di spazi topologici X; indicizzata su /, un filtro F su
[T;er Xi converge a x = (x;) se e solo se F 2 Uy = [1;e; Uy,. Questo si traduce dicendo che Vi
F2p; '(U,,) o equivalentemente Vi U,, C p;(F).

Quindi F converge a x se e solo se p;(F) converge a x; per ogni i.

Come per magia, risulta ora quasi immediata la dimostrazione del teorema di Tychonov.

Teorema D.2.2 (di Tychonov): Il prodotto di spazi topologici compatti {X;}icy é compatto.

Dimostrazione. Sia F un filtro sul prodotto; per quanto detto basta mostrare che converge a qualche
x. p;(F) risulta essere un ultrafiltro su X; per ogni i € I; per compattezza allora p;(F) converge a
un qualche x; per ognii € I. Ma per I’osservazione precedente questo si traduce con la convergenza
diFax= (xi)iel- O

Per concludere la sezione, vediamo il famoso legame che c’¢ fra Tychonov e I’assioma di scelta.

Teorema D.2.3: [l teorema di Tychonov é equivalente all’assioma di scelta (AC).

Dimostrazione. Una freccia si ¢ gia vista (ricordiamo che AC (o Zorn) implica il teorema del-
I'ultrafiltro, ossia che ogni filtro si estende a un ultrafiltro), avendo usato nella dimostrazione di
Tychonov, seppur implicitamente, AC.

Mostriamo il viceversa. Siano §; insiemi non vuoti indicizzati su /: si vuole trovare una fun-
zione f : I — U;¢y Sitaleche perognii € I, f(i) € S;. Poniamo X; = S; U{i} (possiamo supporre
i ¢ S;) su cui mettiamo la topologia {0, {i}, S;, X;}: X; risulta dunque ovviamente compatto e per
Tychonov allora sara compatto anche I1;¢;X;.

Consideriamo quindi i chiusi pi‘l(Sl-), che sono gli insiemi delle f tali che f; € §;, ossia
le funzioni che fanno ”almeno una scelta giusta”. Questi formano una famiglia di chiusi con la
PIF (convincersene!) e dunque per compattezza hanno intersezione non nulla: ma una funzione
nell’intersezione ¢ esattamente una funzione di scelta. O
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